| - Suites & Fonctions

Dans tout le cours, on note :
e pour a < b réels, [a,b] 'ensemble des réels compris entre a et b :

[a,b] ={z €R; a<ax<b}.

e pour 0 < a < b entiers, [a, b] 'ensemble des entiers compris entre
aetb:
[a, b ={neN; a <z <b}.

I - Suites

1.1 - Suites usuelles

Définition 1 - Suite arithmétique

Soit a € R. La suite u définie par ug € R et, pour tout n € N,
Up41 = Un + a est une suite arithmétique de raison a.

Proposition 1

Soit u une suite arithmétique de raison a. Pour tout n € N,
® Uy, = Ug + na.
n

° up = (n+ Dug + %a.

k=0

Exemple 1 - Une suite arithmétique

Soit (uy,) la suite définie par ug = 3 et, pour tout n entier naturel,
Up+1 = Up + 12. Soit n un entier naturel.
D’aprés les propriétés des suites arithmétiques, pour tout n entier
naturel,

Uy, = 12n 4+ 3.

Lycée Ozenne

Ainsi,
up=> (12k+3)=12> k+) 3
k=0 k=0 k=0 k=0
1
_ 1D g )

2
=3(n+1)(2n+1).

Définition 2 - Suite géométrique

Soit ¢ € R*\{1}. La suite u définie par uy € R et, pour tout
n € N, up41 = quy,, est une suite géométrique de raison q.

Proposition 2

Soit u une suite géométique de raison q. Pour tout n € N,

® Uy = q"up.

n
1—gnt1 n+l_q
i Z U, = Uo 1q_q :quq_l
k=0

Exemple 2 - Une suite géométrique

Soit (uy,) la suite définie par ug = 3 et, pour tout n entier naturel,
Up+1 = 12 - uy. Soit n un entier naturel.
D’aprés les propriétés des suites géométriques, pour tout n entier

naturel,
Uy, = 12"%ug = 3 x 12™.

En utilisant le résultat sur la somme des termes d’une suite géo-
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métrique dont la raison est différente de 1,

2ntt—1 3
ZU}c:3Xﬁ:ﬁ(12n+l—l)

Définition 3 - Suite arithmético-géométrique

Soient a € R, ¢ € R*\ {1}. La suite u définie par up € R et, pour
tout n € N, up 41 = qun+a est une suite arithmético-géométrique.

Exemple 3 - Etude des suites arithmético-géométriques

o

Soit (uy,) la suite définie par ug = 1 et, pour tout n entier naturel,
Un+1 = 2Uy + 3.
e Commencgons par chercher une solution ¢ de I’équation
0 =20+ 3.
On obtient £ = —3.
e Pour tout n entier naturel, on pose v, = u, — £ = u, + 3.
Montrons que (vy,) est une suite géométrique. Soit n € N.

Uptl = Upt1 + 3
= (2up, +3)+3
=2u, + 6
= 2(un + 3)

= 2vy,.

Ainsi, (v,) est une suite géométrique de raison 2.
De plus, vg = ug + 3 = 4.
e D’aprés les résultats sur les suites géométriques,

VneN, v, = 2% =22,

Ainsi,
VneN,u,=2""_3.

Lycée Ozenne

1.2 - Etudes locale & globale

Définition 4 - Monotonie

Soit (uy,) une suite de nombres réels.
o (uy) est croissante si V n € N, u, < tpq1.
o (uy) est décroissante si V n € N, uy, > upy1.
e (uy) est constante si V n € N, up, = upy1.
o (uy) est stationnaire s’il existe ng € N tel que
V n 2= ng, Untl = Up.

J

Exemple 4 - Suites arithmétiques & géométriques

e Soit (u,) une suite arithmétique de raison r. Alors, pour
tout n entier naturel,

Upt] — Up = T

Ainsi,
* Sir >0, alors la suite (uy,) est croissante.
* Sir <0, alors la suite (uy) est décroissante.
* Sir =0, alors la suite (u,) est constante.
e Soit (uy) une suite géométrique de raison ¢ > 0 et de
premier terme ug > 0. Alors, pour tout n entier naturel,
Uy = q"ug > 0. De plus,

Un+1

U,
Ainsi,
* Si g > 1, alors la suite (uy,) est croissante.
* Si ¢ < 1, alors la suite (uy) est décroissante.
* Si g =1, alors la suite (uy,) est constante.

J

Définition 5 - Majorée, Minorée

Soit (uy,) une suite de nombres réels.
e La suite (uy,) est majorée s’il existe un réel M tel que
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VneN, u, <M.

e La suite (u,) est minorée s’il existe un réel m tel que
VneN m< uy,.

e La suite (uy,) est bornée si elle est majorée et minorée.

Exemple 5 - Une suite géométrique

Soit (uy) la suite définie pour tout n € N par u, = 5. 2.
k=0
e Comme u, est la somme de termes positifs, alors u, > 0
et la suite (uy) est minorée par 0.
e D’aprés les résultats sur la somme des termes d’une suite

géométrique, pour tout n entier naturel,

" 1* 1— 5ty 1
2

k=0 o

Ainsi, la suite (uy,) est majorée par 2.
Finalement, la suite (u,) est bornée.

1.3 - Limites

Proposition 3 - Opérations sur les limites

Soit (up) et (v,) deux suites telles que lim wu, = a et
n—+o0o

lim v, =b.
n—-+o00

e La somme (uy, + vp)

beR | +oo | —o0
aceR|a+b |40 | —x
+00 +o0 | 00| X
-0 | —00 X | —o0

Lycée Ozenne

e Le produit (upvy)

beR +00 —00

aeR ab +oo (a #0) | oo (a #0)
+oo | £oo (b#0) +o0 —00
—oo | oo (b#0) —00 +o0

e Le quotient (uy,/vy,)

beR* | 400 | —00
acR| a/b 0 0
+00 +00 X X
—00 +00 X X

J

e Pour tout n > 0, on pose u, = n? + y/n. Comme
lim n?=4o0et lim /n = +oo, alors
n—-+00 n—+oo

lim wu, = +o0.
n——+o0o

e Pour tout n > 0, on pose v, = n? —/n. La forme obtenue
ainsi est une forme indéterminée. Or, pour n > 0,

vn:\/ﬁ(ng/2—1) .
Comme lim /7 =4ocoet lim n3/? = 400, alors
n——+0o00 n— 0o

lim v, = +o0.

n—-+o0o
e Pour tout n > 0, on pose w, = \/7% Comme
lim +/n 4 3 = 400, alors

n—-+o0o

lim w, =0.
n—-+o0o

Exemple 6 - Calculs de limites
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Proposition 4 - Limites classiques

Soit g € R.
e Sig>1,alors lim ¢" = +4o0.
n—-+00
e Si—1<g<l1,alors lim ¢"=0.
n

o0

| VL
+

Exemple 7 - Série géométrique

n
Soit & €] — 1, 1. Pour tout n entier naturel, on pose S, = > z*.
k=0

D’aprés le résultat sur la somme des termes d’une suite géomé-
trique,

1— xn—f—l

Sp=—"—

1—=x

Comme z €] — 1,1[, alors lim 2" = 0. Ainsi,
n——+00

1
lim S, = .
n—-+o0o 1—z

Théoréme 1 - Théoréme d’encadrement

Soient u, v, w trois suites réelles et £ € R telles que, & partir d’'un
certain rang,
Up < Up < W

e Si (vy) et (wy) convergent vers un méme réel ¢, alors (uy,)
converge également vers £.

e Si (vy,) tend vers 400, alors (uy,) tend vers +oc.

e Si (wy) tend vers —oo, alors (u,) tend vers —oo.

Exemple 8 - Factorielle vs puissance

n

7
|m |
\.

Pour tout n € N, on pose u,, = 7.

Lycée Ozenne

Pour tout n > 4, % < %. Ainsi,

3X3Ix--x3
Sy, =-2°22"""72°9
0< tn I1X2X---Xn
< 3 « 3 y 3 « 3 « 3
S172737 4 4
9 3 n—3
<sx(2) .
> (5)
Comme ?I €]0, 1], alors hrf (%)n_3 = 0. D’aprés le théoréme
n—-—+0oo
d’encadrement,
n
lim — =0.
n—+oo n!

Théoréme 2 - Théoréme de la limite monotone

Soit u une suite croissante.

e Si u est majorée, alors elle converge.

e Si u n’est pas majorée, alors elle tend vers +oo.
Soit v une suite décroissante.

e Si v est minorée, alors elle converge.

e Si v n’est pas minorée, alors elle tend vers —oo.

Exemple 9 - Série exponentielle

n
Pour tout n entier naturel, on pose S, = > 2.
k=0
e D’une part, pour tout n entier naturel,

1
Sn+1—Sn—m>0.

Ainsi, la suite (Sy,) est croissante.
e D’autre part, pour tout n > 2,

nl=1x2x---xXxn

> 2TL—1‘
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Ainsi,
n n
1 1 1 1
k=0 k=2
"1
SL+1+) oy
k=2
11— (H"
<2+ - 2
+2 1—1
<3

Ainsi, la suite (S,,) est majorée par 3.
La suite (S,,) est croissante et majorée, donc elle est convergente.

n
Pour la culture, il est bon de savoir que lim > % =e.
n——+o00 k=0

Définition 7 - Classe €™

Une fonction f est dite de classe €™ si :

e ses dérivées successives f, f’,..., ") existent,
° f(") est continue.

IT - Fonctions

II.1 - Régularité

Définition 6 - Continuité & Dérivabilité - Définition in-

formelle

Soit f une fonction définie sur un intervalle I non vide et zo € I.
e La fonction f est continue en zg si

lim f(z) = lm_f(x) = f(x0).

TTy Ty
e La fonction f est dérivable en xg si

lim f(zo+h) — f(xo)
h—0 h

existe.

Cette limite est le nombre dérivé de f en xg et est notée

f'(x0).

I1.2 - Etude d’extrema

Théoréme 3 - Régularité & Variations

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I :

e Si f’ est nulle sur I, alors f est constante sur I.

e Si f/ est strictement positive sur I, sauf éventuellement
en des points isolés en lesquels elle s’annule, alors f est
strictement croissante sur I.

e Si f’ est strictement négative sur I, sauf éventuellement
en des points isolés en lesquels elle s’annule, alors f est
strictement décroissante sur I.

Exemple 10

Lycée Ozenne

Soit f: x> a3 — 62 + 1.
La fonction f est dérivable comme fonction polynomiale et pour
tout x réel,

f'(z) = 32% — 120 = 3x(x — 4).
De plus, les fonctions polynomiales se comportent en !’infini
comme leur terme de plus haut degré, donc

xEIPoof(m) =ooet xEI—Il-loo f(.%’) = teo

On obtient ainsi le tableau de variations suivant :

T | —00 0 4 +00
f(x) + 0 — 0 +
1 +

A. Camanes
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Théoréme 4 - Dérivation & Extrema

Soit f une fonction dérivable sur un ouvert I et g € I. Si f
admet un extremum local en zg, alors f’(z) = 0.

Exemple 11

e Soit f:x + 23. La fonction f est dérivable et f’(x) = x2.
Ainsi, f/(0) = 0. Cependant,

f(=1) = -1<0=f(0) < f(1).

Ainsi, f n’atteint pas d’extremum en 0.
e Sur [—2, +oo[, on définit f(z) = —23 + 22
La fonction f est dérivable et, pour tout x réel

f'(z) = —32% 4 22 = x(—3x + 2).

On obtient ainsi le tableau de variations suivant :

x -2 0 2/3 +o0
/(@) - 0+ 0 -
—16 4/27
f(x) \ 0 .

Ainsi, f ne posséde pas de minimum et son maximum
(atteint en 2/3), vaut 2%.

I1.3 - Formule de Taylor

Théoréme 5 - Théoréme de Rolle

Soient a < b deux réels et f une fonction continue sur [a,b] et

dérivable sur |a, b| telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €]a, b]
tel que f'(¢) = 0.

Lycée Ozenne

Définition 8 - Relations de comparaison

Soit a € R et f, g deux fonctions définies au voisinage de a telles
que g ne s’annule pas au voisinage de a.
e f et g sont équivalentes en a, noté f ~, g si hm % =

f@) _
9@ = o

\./

e f est négligeable devant ¢ en a, si hm
—a

Proposition 5 - Croissances comparées

e Au voisinage de +o0 :
* Sia, B,v>0,

i 0 o
* Sia, B,v<0,
3 az
xgr—fl—loo (Inx)v =0, :cgr}—loo 2B 0.

e Au voisinage de 0 : si 5 <0, v > 0,

. |Inx|”
lim
xz—0 .CCB

Exemple 12

e Soit f:x+— y/zln (%)
On remarque que
f(x):\/i[ln( —In(1 4 )]
=z [2In(z) — In(1 + z)].

D’une part, d’aprés le théoréme des croissances comparées,

lim 22In(x) =

z—0t

=0.

D’aut t, i =0 et lim In(1 =0.
aurepar,xirfmﬁ e xlil%n( + )
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Finalement,
A 10 =0
e Soit g :x— %
On remarque que
In(x) r  In(z) 1 1

9@ = Tt E T . x+%+x+%'

D’aprés le théoréme des croissances comparées,
In(zx)

lim = 0. D’apres les opérations sur les limites,
T—>+00
lim z+ % = +4o00.
T—+00 x
Finalement,
li =0.
A 910) =0

Théoréme 6 - Equivalent et dérivation

Si f est une fonction dérivable en a et f/(a) # 0, alors

f(@) = f(a) ~a f'(a) - (x —a).

Exemple 13 - Equivalents classiques en 0

e Comme z +— In(l + z) est dérivable sur | — 1, +o0[ de

L, 1
dérivée x — Trs

1
14+0
In(1+ z) ~o x.

In(1+4z) —In(1) ~o

(z —0)

e Comme x — e” est dérivable sur R de dérivée x +— €7,

e® —e? ~gel(z—0)

e’ —1 ~g .

e Soit @ € R. Comme z +— (1 + x)* est dérivable sur

Lycée Ozenne

] — 1, +00[ de dérivée z — a1 + z)* 1,

(1+2)% = (140)* ~g a(l +0)*"(z —0)
(I+2)% =1~ az.

J

Proposition 6 - Relations de comparaison & Opérations

e ~, est une relation d’équivalence.

o Si f(x) ~q g(x), alors f et g sont de méme signe sur un
voisinage de a.

e Si fi ~ gy et for~ go,alors fifo~ g190.

e Sif1 ~ g1, fo ~ g2 et g1, go ne s’annulent pas au voisinage

o, oo
de a, alors B ™a gy

Exemple 14

7
| \

e On remarque que
l1+x~pgletl+2x~pl.
Cependant,
In(1+ ) ~g x et In(1 + 2z) ~¢ 2z.

Ainsi, il ne faut pas composer des équivalents.
e On remarque que

Noletl—Z’CNol.

1422
Cependant,
1 1+ 2z —2x
—14+2r=———"—1+2
T+roz T 1+ 2 e
T
=1-2 —142
T+roz 7
1
=2 1-—
x( 1+2x>
2x
=2
1+ 2x
~04$2.
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[ Ainsi, il ne faut pas additionner des équivalents. ]

Définition 9 - Développement limité a ’ordre 1 ou 2

Soit @ un réel et f une fonction définie sur un voisinage de a.
e f admet un développement limité & I'ordre 1 en 0 s’il existe
ap et ajy réels et € une fonction satisfaisant liin e(x) =0
r—a

tels que
f(z) =ap + ai(x —a) + (x — a)e(x).

e f admet un développement limité & I'ordre 2 en 0 s’il existe
ap, aj et ag réels et € une fonction satisfaisant ligl e(x)=0
Tr—a

tels que

f(x) =ap + a1(x — a) + az(x — a)* + (x — a)*e(x).

Exemple 15 - Polyndémes et Inverse

e Soit f:x+— 3+ 2z + 4x? + 325 + 25272, Alors,

f(z) =3+ 2z + 422 + 22 (31‘3 + 253670)
=3+ 2z 4 422 + 2%(x),

ol liH(l) g(x) = 0. Ainsi, f admet un développement limité
T—
a lordre 2 en 0.
e Soit f:x+—> ﬁ En utilisant la somme des termes d’une
suite géométrique,

1— 3
l4zta2="—""
1—=x
1 a3
-1 2
1= +z+=x +1—a:

=1+o+a2’+a——
1-2z

=142+ 2%+ 2%(x),

Lycée Ozenne

ol lir% g(z) = 0. Ainsi, f admet un développement limité

z—
a l'ordre 2 en 0.
e Soit f: x> 423 + 222 4+ z + 1. On remarque que

f@)=14z+222 +2* x o =1+ + 22% 4 2% (),

ol lin% g(z) = 0. Ainsi, f admet un développement limité

xr—
a l'ordre 2 en 0.

o Soit f x>

- On remarque que

1 _1-|-33—:L‘

1 1 l1+x—2z
= — X = — r—
14z 14+
l+xz—2z
=1 2 —1- 2
m+x1+x r+x T+

2—
1+«

e(x),

=l—-z4+a2’—z
=1-x+a2*—2°

ol lin%) g(x) = 0. Ainsi, f admet un développement limité

T—
a lordre 2 en 0.

Proposition 7 - Développement limité & Régularité

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a € I.

e f admet un développement limité & l'ordre 0 en a si et
seulement si f est continue en a.
En particulier, si f(x) = ag + e(x), alors il_% flx) =
f(a) = aop.

e f ademt un développement limité a l'ordre 1 en a si et
seulement si f est dérivable en a.
En particulier, si f(x) = ag+ai(x —a)+ (x —a)e(x), alors
ap = f(a) = ;11:1—I>r¢lz f(z) et a1 = f'(a). La tangente en f a a

a donc pour équation ag + a1(z — a).
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Théoréme 7 - Formule de Taylor-Young

Soit f : I — K une fonction de classe €". Pour tout a € I, il
existe une fonction ¢, telle que lim g,(z) =0 et
r—a

Exemple 16 - Développements limités classiques en 0

e La fonction f : z + e® est de classe €2 sur R et

flixz—e”,
["ix—e”.
Ainsi,
o0
® =’ +e(z—0)+ 5(:1: —0)% 4 2%¢(x)

1’2
= 1+x+?+x25(a}).

LT
123¢
3333

/

e Lafonction f : 2 +— In(1+x) est de classe €2 sur | -1, +-o0[
et

1
"o ——
fiwm—,

1
i —

(1+x)2

Lycée Ozenne

Ainsi,

1
1 o

_ _ 2, 2
ln(1+x)—ln(1+0)+1+0x 5 L + z%e(x)
2
=z — %-1-3325(90).

e Soit @ € R. La fonction f : z + (1 + z)* est de classe €
sur | — 1, +o00] et
oz —a(l+x)2 L
frxala—1)(1 4 2) 2
Ainsi,

(a—1)

(1+x)°‘:1+a:c+a 5 2%+ 2%e(2).

e On considére la fonction f : x +— eVI+e On utilise les
développements limités classiques et on note €, €1,...des
fonctions qui tendent vers 0 en 0 mais dont la valeur peut
varier d’une ligne & l'autre :

f(z) =exp (V1+a)

+ (21‘ g% +x 6(37)) €1 <2ac g% + x%e(x)

Ainsi, en factorisant par z? et en regroupant les termes
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qui tendent vers 0, on obtient

1 1 1 1
f(z)=e (1 + 3%~ §x2 + 3 % ZxQ + xza(:c)>

=e (1 + %x + w2€(:v))

= e—i-gw + 2?%e(z).

Proposition 8 - Développement limité & Comportement
local

Soit f une fonction de classe € sur un intervalle I contenant a.
e Si f”(a) > 0, alors f se situe au-dessus de sa tangente sur
un voisinage de 0.
e Si f’(a) < 0, alors f se situe au-dessous de sa tangente
sur un voisinage de 0.
Si f”(a) = 0 et si f est suffisamment réguliére, on effectuera un
développement limité & un ordre supérieur.

| r
\.

Exemple 17

Comportement au voisinage de 1 de f : 2 — e!~VZ. La fonction
f est de classe €2 et

f":xH\/E+1el_‘/5.

D’aprés la formule de Taylor-Young,

eV =1 - %(w —-1)+ i(av — 1?4 (x—1)?%e(xz—1).

En particulier, il existe une fonction € qui tend vers 0 en 0 telle

Lycée Ozenne
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que

el -V [1 - %(m - 1)] = }l(x 12+ (z—1)%e(x —1)

—_—
éq. de la tangente
—1)2
_ (-7 1 ) +(z—1)%e(x - 1)
1 2
= Z(w —1D*(1+e(x—1)).

Ainsi, lorsque x est proche de 1, alors 1 + e(z — 1) > 0 et
(x—1)2>0. Donc f(z) — [1—4(z—1)] > 0 et la courbe re-
présentative de f se trouve au-dessus de la tangente.

I1.4 - Fonctions convexes

Définition 10 - Convexité pour les fonctions de classe %

Soit f € €2(I). f est une fonction conveze si f” > 0.

J

Proposition 9 - Convexité & Tangentes

Soit f une fonction convexe et dérivable sur I. Alors,

Va,acl, f(x) > f(a) + (z —a)f'(a).
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I1.5 - Plan d’étude de fonction

. Ensemble de définition.
;). Limites aux bornes de ’ensemble d’étude.

)
)
(747). Dérivabilité, Variations.
). Branches infinies.

)

. Représentation graphique avec les tangentes remarquables.

Exemple 18 - Etude de fonction

Soit f:x—ax—1+ :c_iz et Cy sa courbe représentative dans un
repére orthonormé.

(7). f est définie sur R\ {2}.

(79). f est dérivable sur | — 0o, 2] et sur |2, +o0o[. Sur chacun de

ces intervalles,
1 z—1)(z -3
fll@)=1- 22( A 2 )

(x —2) (x —2)

On en déduit le tableau de variations suivant :

r | —o00 1 2 3 +00
() + 0 - | = o +
-1 + +00
f@) T ~,

La fonction f est deux fois dérivable et f”(z) = ﬁ
Ainsi, f”(z) > 0 pour tout z > 2 et f est convexe sur
]2, +00[. Comme f”(x) < 0 pour tout x < 2, alors f est
concave sur | — 0o, 2[.

(4ii). Etude des branches infinies.
e Comme lim f(x) = 400, alors la droite d’équation

T2~
y = 2 est une asymptote verticale a la courbe.
e Comme 1im+ f(x) = —o0, alors la droite d’équation
r—2

y = 2 est une asymptote verticale & la courbe.

Lycée Ozenne
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o Comme lim % —1et lim f(x) —x = —1, alors
z—+oco T T—>+00

la droite d’équation y = x — 1 est asymptote a C; en
+00. De plus, f(z)—x+1= ﬁ > 0 pour tout z > 2.
Ainsi, Cyf se trouve au-dessus de son asymptote au
voisinage de +o00.

e Comme lim @ =1let lim f(x)— 2= —1, alors
T—r—00 Tr—r—00

la droite d’équation y = x — 1 est asymptote a C; en
—o0. De plus, f(z) —2z+1= -5 < 0 pour tout z < 2.
Ainsi, f se trouve au-dessous de son asymptote.

(iv). Trace.
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