Xl - Statis-

tique descriptive

I - Description statistique d’une population

I.1 - Statistique

Définition 1 - Population, Taille, Individus

e Une étude statistique est une étude visant & recueillir et
analyser des informations sur un ensemble fini, générale-
ment noté §2, appelé population.

e Les élements de la population 2 sont des individus.

e La taille de la population est le cardinal de I’ensemble §2.

Exemple 1 - Populations

e [’ensemble des individus constituant la population fran-
caise est une population.
e [’ensemble des éléves d’une classe est une population.

Définition 2 - Caractéres, Modalités

Soit €2 une population.
e Un caracteére sur ) est une application définie sur 2.
e Si X est une application, un élément x € X () est une
modalité du caractére.

Exemple 2

7
\.

e Si ) est la population francaise, on peut considérer les
caractéres :
* la taille en cm ; dont 150, 172.45, 190 sont des modali-
tés.
* la couleur des yeux; dont bleu, marron, vert sont des
modalités.
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e Si ) est 'ensemble des éleves de la classe, la note obtenue
lors du dernier devoir de mathématiques est un caractére.

Définition 3 - Quantitatif, Qualitatif

Soit 2 une population et X un caractére sur 2.
e Si X est a valeurs réelles, X est un caractére quantitatif.
e Si X est a valeurs dans un ensemble quelconque non inclus
dans R, X est un caractére qualitatif.
e Si X (1) est dénombrable, le caractére est discret. Sinon,
il est continu.

Exemple 3

e La taille des individus est un caractére quantitatif continu.
La couleur des yeux est un caractére qualitatif discret.

e La note obtenue au dernier devoir de mathématiques est
un caractére quantitatif discret (la note est généralement
arrondie & une décimale).

1.2 - Statistiques univariées

Définition 4 - Effectif, Fréquence, Série

Soit € une population de cardinal N et X un caractére sur Q.
Posons
n,={we; Xw)==xa}.

e L’entier n, est Ueffectif de la modalité x. Il s’agit du
nombre d’individus de la population qui présentent la mo-
dalité .
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D2

o Le r¢el f, = ¢ est la fréquence de la modalité z. Les
fréquences sont souvent exprimées en pourcentage.

o Si Deffectif est discret, en notant X (Q2) = {x1,...,2,}, la
série statistique des effectifs associée a 2 est I’ensemble
des couples {(z,n;), i € [1,n]}.

\. J

Exemple 4 - Notes au devoir

Supposons que la liste des notes au devoir est la suivante : 8.2,
5.5, 10, 4.7, 15.7, 12.1, 4.7, 12.1, 9.3, 4.7, 9.6, 14.5, 10, 18.9, 19.5,
7.5, 8.2, 18.9, 10, 11.1.

e Représentation sous forme de tableau des effectifs :
47[55[75[82[93[9.6[10[11.1[12.1[14515.7]18.9]19.5
S| it 2113121121
e Représentation sous forme de tableau des fréquences :

4715575182193 |9.6|10|11.1 121|145 |15.7|189 | 19.5

s | L p L2 113 1oy 2 ) 1) 1) 2 | 1
20 | 20 | 20 | 20 | 20 | 20 | 20 | 20 20 20 20 20 20

\. J

Proposition 1 - Somme des fréquences

Soit 2 une population et X un caractére discret sur ). Pour toute
modalité x de X, on note f; sa fréquence. Alors,

Définition 5 - Fréquences cumulées d’une modalité

Soit € une population de taille N et X un caractére
discret dont les modalités peuvent étre ordonnées. Posons
X(Q) ={z1,...,zpt otz <23 <+ < Ty

La fréquence cumulée de la modalité x; est 'entier

_lHwea; X@ <l

E;
N

Le réel F; est la proportion d’individus qui ont une modalité au
plus égale a x;.
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Exemple 5 - Notes au devoir

Reprenons les données de I’exemple précédent.

e Le tableau des effectifs cumulés est le suivant :
47155]75(82[93]96]10|11.1]12.1]145]15.718.9]19.5

31415 718 9 | 12| 13 15 16 17 19 | 20
e Le tableau des fréquences est le suivant :

4715575182193 |9.6|10|11.1|12.1|14.5|15.7|189|19.5

3 | 40 5 | 7 | 8 121 13 15 16 v 19 20
20 | 20 | 20 | 20 | 20 20 | 20 20 20 20 20 20

Définition 6 - Classe

Les valeurs prises par le caractére X peuvent étre regroupées en
sous-ensembles de X (§2) appelées classes. On étend les notions
d’effectifs et de fréquences aux classes.

Exemple 6 - Notes au devoir

, < L . "
Reprenons les données de l’exemple précédent. Les modalités
peuvent étre regroupées selon les classes suivantes :

Sl

0,1[ | [1,2[ | [2,3[ | [3,4[ | [4,5] | [5,6[ | [6,7[ | [7,8] | [8 9] [9,10[ | [10,11]
0 0 0 0 3 1 0 1 2 2 3

[11,12[ | [12,13[ | [13, 14[ | [14, 15[ | [15, 16[ | [16, 17 | [17, 18[ | [18, 19 [ [19, 20]
1 2 0 1 1 0 0 2 1

I.3 - Représentations graphiques

Définition 7 - Diagramme en batons

Dans un diagramme en bdtons, les modalités du caractére discret
étudié sont indiquées en abscisses (il peut s’agir d'un caractére
qualitatif). Les effectifs ou fréquences sont indiquées en ordon-
nées.
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Exemple 7 - Catégories socioprofessionnelles

En 2021, la répartition (en pourcentages) de la population en
situation d’emploi selon la catégorie socioprofessionnelle était la
suivante (source INSEE) :

Catégorie socioprofessionnelle Proportion
Agriculteurs 1.5
Artisans, commercants, chefs d’entreprise 6.5
Cadres 21.6
Professions intermédiaires 24.7
Employés qualifiés 14.8
Employés peu qualifiés 11.4
Ouvriers qualifiés 12.8
Ouvriers peu qualifiés 6.3
Non déterminé 0.5

Répartition de Ia population en situation & emplol

Proporon en ) _

Définition 8 - Histogramme

Dans un histogramme, le caractére étudié est regroupé en classes.
Les valeurs des classes sont indiquées en abscisses. Les effectifs
ou fréquences sont indiquées en ordonnées.
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Exemple 8 - Notes au devoir

| O
[N}

En reprenant les notes obtenues lors du dernier devoir de mathé-
matiques :

Notes au dernier devoir de mathématiques

3.0

2.5

~
<

Effectifs
-
w

0.0+
01234546 7 8 910111213141516 1718 1920
Notes

Définition 9 - Diagramme circulaire

Dans un diagramme circulaire, & chaque modalité du caractére
(discret) ou chaque classe est dévolue une partie d’un disque dont
I’aire est proportionnelle & sa fréquence.

Exemple 9 - Catégories socioprofessionnelles

En reprenant les données précédentes :

Répartition de la population en situation d'emploi

Cadres

Prof. Intermédiaires

Artisans, ...

fggiculteurs

Ouvriers peu qualifiés

Employés qualifiés
ployes a Ouvriers qualifiés

Employés peu qualifiés
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1.4 - Caractéristiques de position et de dispersion

Définition 10 - Mode

Soit €2 une population et X un caractére discret sur 2. Un mode
est une modalité z € X () dont l'effectif est maximal.

Exemple 10 - Notes au devoir

En reprenant les notes au devoir, les modes sont 4.7 et 10.

Définition 11 - Médiane

Soit 2 une population de taille N et X un caractére dis-
cret ordonné sur Q. On note X(Q) = {z1,...,z,} ol
T1 < Ty < - < T,

La modalité x; est la médiane de X si

N N

Hw e Q; X(w) <} < ) et fwe; X(w) > x| < 5

La médiane est une modalité qui partage la population en deux
parties contenant sensiblement les mémes effectifs.

Plus généralement, les quantiles sont les modalités qui permettent
de diviser la population en intervalles consécutifs contenant sen-
siblement les mémes effectifs.

7
\.

Exemple 11 - Notes au devoir

Rappelons que N = 20 soit N/2 = 10. En utilisant le tableau des
effectifs cumulés,
e Le nombre d’étudiants ayant une note strictement infé-
rieure a 10 vaut 9.
e Le nombre d’étudiants ayant une note strictement supé-
rieure a 10 vaut 20 — 12 = 8.
Ainsi, la médiane vaut 10.
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Définition 12 - Moyenne
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Soit 2 une population de taille N et X un caractére qualitatif
discret sur 2. On note X (Q2) = {1, ..., z,}. Pour toute modalité
x;, on note n; son effectif et f; sa fréquence. La moyenne X du
caractére X est le réel

Exemple 12 - Notes au devoir

En utilisant un logiciel de calcul, la moyenne vaut

3-4.7+5.5+7.5+2-8.2+9.3+9.6+3-10;011.1+2-12.1+14.5+15.7+2-18.9+19.5 ~10.76

Définition 13 - Etendue

Soit 2 une population de taille N et X un caractére qualitatif
discret sur ©. On note X () = {z1,...,zp}.
o L’étendue est la différence entre la plus grande et la plus
petite modalité du caractére X.
e Si X est la moyenne du caractére x, la variance du carac-
tére X est le réel :

VX) = 3 (- X))
=1

o L’écart-type est le réel o(X) = /V(X).
e Siz, < x4y <z, sont trois modalités qui divisent la po-
pulation en 4 intervalles successifs ayant sensiblement les
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mémes effectifs :

N

o Xw) <l < 5.
N

HweQ; zp < X(w) < x4} <7

N
Hw e Q; xq<X(w)<zr}\<Z

et fweQ; z, < X(w)} < %,

La modalité x;, est le premier quartile, la modalité x4 est le

second quartile et la modalité x, est le troisiéme quartile.

La différence z, — x, entre le plus grand et le plus petit
quartile est I'écart interquartile.

e Le coefficient de variation de X est égal au rapport %

Exemple 13 - Notes au devoir

En utilisant un logiciel de calcul,
e l'étendue vaut 19.5 — 4.7 = 14.8.
e la variance vaut environ 20.9.
e ’écart-type vaut environ 4.6.
L’avantage de I’écart-type est qu’il s’exprime dans la méme unité
que les données initiales (contrairement & la variance qui s’ex-
prime en fonction de cette unité au carré). Le coefficient de va-
riation est un nombre sans dimension.
En reprenant le tableau des effectifs,
e le nombre de notes strictement inférieures a 7.5 vaut 4,
e le nombre de notes strictement comprises entre 7.5 et 10
vaut 4,
e le nombre de notes strictement comprises entre 10 et 14.5
vaut 4,
e le nombre de notes strictement supérieures & 14.5 vaut 4.
Nous avons ainsi déterminé les quatre quartiles.
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II - Statistiques bivariées

Définition 14 - Effectifs, Marginales

Soit X, Y deux caractéres définis sur une population 2 de taille
N. On note z1,...,x, les modalités de X et yi,...,y, les moda-
lités de Y.
e Pour tout i € [1,n] et j € [1,p], on note n; ; 'effectif du
couple de modalités (z;,y;) et fi; = 7% sa fréquence.
e Les effectifs marginauz en X sont, pour tout i € [1,n],

P
les entiers n; = > n; ;.
Jj=1
e Les effectifs marginauz en' Y sont, pour tout j € [1, p], les
n
entiers m; = Y n; ;.
=1

On définit de maniére analogue les fréquences et fréquences mar-
ginales. Ces quantités peuvent étre représentées dans un tableau.
On définit, comme dans le cadre des variables aléatoires, les va-
leurs de X conditionnellement a Y = y; ainsi que les valeurs de
Y conditionnellement & X = x;.

. J

Exemple 14 - Mesures d’arbres

On liste ci-dessous la circonférence X (en cm) et le volume Y
(en cm?®) de différents arbres : (9,10), (9,10), (9,10), (11,15),
(11,20), (11,20), (11,15), (11,15), (11,20), (11,20), (11,25),
(11,20), (11,20), (11,20), (13,15), (13,20), (13,35), (13,20),
(15,30), (15,30), (15,35), (15,35), (15,35), (15,40), (15,45),
(19,55), (19,55), (19,60), (19,50), (19,50), (21, 60).

Les marginales selon Y (resp. X)) sont indiquées dans la derniére
colonne (resp. ligne)
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Définition 15 - Covariance, Coefficient de corrélation

On reprend les notations de la définition précédente.
e La covariance de X et de Y est le réel

1< - -
oxy = N Z Zni,j(mi - X)(yj - Y)'
=1 j=1
e Le coefficient de corrélation de X et Y est le réel

oXY

oxoy

Exemple 15 - Mesures d’arbres

Un logiciel de calcul permet d’obtenir

X =136 oy ~ 153
Y =294 oxy ~ 51,8
ox >~ 3,4 rx~ 0,95
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Théoréme 1 - Méthode des moindres carrés

On reprend les notations des questions précédentes. La droite de
régression linéaire de Y par rapport & X a pour équation :

o — =
y=axr+b= X2’Y (x—X)—i—Y.
Ox
Si le coefficient de correlation 72 est proche de 1, 'approxima-
tion du nuage de points par la droite de régression est bonne.
Les caractéres X et Y sont corrélés. On peut alors effectuer une

prédiction sur la valeur de y connaissant une valeur de z.

Exemple 16 - Mesures d’arbres

Un logiciel de calcul permet d’obtenir

a~43et b~ —-29.5

On peut représenter le nuage de points ainsi que la droite de
régression sur un méme graphique. On a mis également en évi-
dence le point de coordonnées (X,Y). Comme r est proche de 1,
I’approximation par une droite de régression est bonne.

I':l)goite de régression entre la circonférence et le volume d'arbres

701

o
3
2

Volume (en di$)
g
+

E
+

5.0 75 16.0 200 225 250

175, 150 175
Circonférence (en pouces)
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