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Problème. (Probabilités et statistiques) On considère un jeu de lancers successifs et indépendants d’une
pièce à pile ou face. On note Xi la variable aléatoire représentant le ie lancer, i ∈ N∗. Xi prend la
valeur 1 (pile) avec probabilité p ∈ [0, 1] et la valeur 0 (face) avec probabilité q = 1− p. Les variables
aléatoires Xi sont donc indépendantes et identiquement distribuées.

1. Pour n ∈ N∗, on note Sn =
n∑

i=1
Xi. Que représente Sn ? Quelle est sa loi ? Justifier.

2. On note T1 le temps d’attente avant l’apparition du premier pile. Ainsi, pour i ∈ N∗, l’événement
{T1 = i} = {X1 = 0, . . . , Xi−1 = 0, Xi = 1}. Déterminer la loi de T1 et donner son espérance.

3. De façon similaire, pour k ∈ N∗ on note Tk le temps d’attente avant l’apparition du ke pile. On
utilise la convention T0 = 0. Ainsi, Tk = 0 si, et seulement si k = 0.

a) Que représente le temps Tk+1 − Tk.

b) Montrer que

P (T1 = t1, . . . , Tm = tm) =

{(
p
q

)m
qtm , si 0 < t1 < · · · < tm,

0 sinon.

4. On suppose qu’au lancer n, on a observé m piles. Posons A = {Sn = m} et

B = {T1 = t1, . . . , Tm = tm} , (t1 ⩽ · · · ⩽ tm ⩽ n).

Calculer PA (B), la probabilité conditionnelle de B sachant A.

5. Soit n ∈ N∗, un lancer particulier. Que représente TSn ? TSn+1 ? TSn+1−Sn ?
Attention aux indices : on s’intéresse à Sn + 1 et non Sn+1 (ni même TSn

+ 1).

6. On pose Un = n − TSn et Vn = TSn+1 − n. On note que les valeurs possibles pour Un (respective-
ment Vn) sont {0, . . . , n} (respectivement N∗).

a) Calculer P (Un = i, Vn = j). (On distinguera les cas i = n et 0 ⩽ i < n).

b) En déduire que

P (Un = i) =

{
pqi si 0 ⩽ i < n

qn si i = n,
et P (Vn = j) = pqj−1.

c) En déduire que Un et Vn sont des variables aléatoires indépendantes.

7. Exprimer TSn+1−TSn en fonction de Un et Vn. En déduire E [TSn+1 − TSn ] et la comparer à E [T1].
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