[ T.D. VI - Espaces vectoriels ]

I - Systémes linéaires

Exercice 1. Résoudre les systémes suivants.

r+2 -z =1 4 () {z+y+z =5
1. (fﬂl) 3:U+4y—Z =2 .

z+3y+z =10 vy -3z =-1

5. (FH)(3r—y+22 =7

20 +3y+z =7 Br 43y —4z —2
2. () o —y+22 =-3.

Y —ytdr =2 —x+2y+4z =-11
3. () a+2y—32 =6 .

dr+ 3y —2z =14

Exercice 2. Identifier les réels A pour lesquels le systéme d’équations
suivant posséde une solution.

201 — xo + x3 + 24 =1
(L) 21 + 239 — w3 + 424 =2
r1+ Teg —drs +1lxy, = A

IT - Familles de vecteurs

Exercice 3. Soit n > 3. Les ensembles suivants sont-ils des espaces vec-

toriels 7

1. By ={(z1,...,2p) €R"; 21 =0 ET 22 = 0}
2. Es ={(z1,...,2n) €R"; 21 + 22 =0}

3. BE3={(z1,...,2p) €R"; 21 #0}

4. By ={(z1,...,2n) € R" ; 21 = 29}

5. E5s ={(z1,...,2n) € R" ; z129 =0}
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Exercice 4. (Familles libres) Montrer que les familles suivantes sont
libres :

1. ((-1,-1,1,2),(1,-1,1,5)).
2. ((8,4,1,-2),(1,3,0,5)).

3. ((1,1,3,2),(1,-1,1,3),(0,1,5,2)).

4. ((1,2,3,4),(-1,3,2,1),(2,1,-1,1)).

Exercice 5. (Familles génératrices) Déterminer une famille génératrice
des espaces vectoriels suivants :

1. F1 ={(2\, =), =3)), A € R}.

2. F5 ={(2X,0,-3X), A € R}.

3. F3={(2A + 1,21, 3\ — p), A, p € R},

4. Fy = {(2A + p, 5N + 20,3\ — p), A\, u € R}.

Exercice 6. (Bases) Déterminer une base des sous-espaces vectoriels sui-
vants :

1. Fy ={(z,y,2) €R®; 20— 3y + 2z =0}.
2. FQZ{(OS,y,Z)ER?’ ; 4x+y+z:0ET3x+z:0}.

T—Yy—z =0
3. I3={(2,9,2) €ER3; {22 4+3y+2z =0
Sr+5y+z2z =0
z+2y+3z24+t =0
4. Fy =L (z,y,z,t) eER*; S x4y —t =0
2¢ 4+ 3y + 22 =0

Exercice 7. (Equations cartésiennes) Pour chacune des questions sui-
vantes, déterminer une équation cartésienne de ’espace vectoriel.

1. Fy = Vect {(1,1,2), (1,0,1)}. 3. Fy = Vect {(1,0,1),(2,3,1)}.
2. Fy = Vect{(1,2), (4,6)}. 4. Fy = Vect {(1,1,1)}.
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T.D. VI - Espaces vectoriels

Exercice 8. (Coordonnées)
1. Montrer que %, = ((—1,1,1),(1,-1,1),(1,1,—1)) est une base
de R? et déterminer les coordonnées du vecteur (8, 4,2) dans cette base.
2. Montrer que % = ((—1,-1,1),(1,-1,1),(2,2, -

de R3 et déterminer les coordonnées du Vecteur (8,4

3. Soit # = ((—1,-1,1),(2,2,—1)) et F = Vect%. Déterminer les
coordonnées de (3,3, —1) dans la base A.

1)) est une base
,2) dans cette base.

I1I - Questions plus théoriques

Exercice 9. Soit F, G deux sous-espaces vectoriels de R™.
1. Montrer que F' N G est un sous-espace vectoriel de R"™.

2. Onnote F+G ={f+g, (f,9) € F x G}. Montrer que F' + G est
un sous-espace vectoriel de R".

3. Montrer que, en général, I’ U G n’est pas un sous-espace vectoriel
de R™.

Indication : Exhiber un contre-exemple lorsque n = 2.

Exercice 10. Soit F' = {(x1,...,2,) € R" ; 21 4+ ---
miner la dimension et une base de F'.

+ x, = 0}. Déter-

IV - Calcul matriciel

a b b 1 1 1
Exercice 11. Soit a,b €¢ R, A = |b a b, J = [1 1 1],
b b a 1 1 1

B=A—-bJetneN.
1. Déterminer J".
2. A l'aide de la formule du binéme de Newton, calculer A™.

1 B

!
Exercice 12. Soit o, 5, vy € R, A = 1 ~]|,B=A—-I3etneN.
0 1

0
0
1. Cacluler B™.

2. A l'aide de la formule du binéme de Newton, calculer A™.

Lycée Ozenne

17

V - Matrices & Espaces vectoriels

Exercice 13. Soit A € #,(R) et €(A) = {M € #,(R) ;

I’ensemble des matrices qui commutent avec A.

AM = MA}

1. Donner des exemples de matrices appartenant a € (A).

2. Montrer que € (A) est un espace vectoriel.

-3 2
1. Montrer que la famille (12, A) est libre.

Exercice 14. Soit A = ( 1 4).

2. Exprimer A? en fonction de Iy et de A.
3. En déduire la dimension de I'espace vectoriel F' = Vect {Ig, A, AQ}.

3 1 2
Exercice 15. Soit A= | =1 0 1| et F = Vect {I3, 4, A%}.
2 10
1. Montrer que (I3, A, A?) est une famille libre et en déduire la dimen-
sion de F'.
2. Calculer A% — 3A% — 4A + 315.

3. Montrer que A est inversible et montrer que A~! € F.

4. Montrer que, pour tout n entier naturel, A™ € F.

5. En déduire la dimension de Vect {Ak ,keN }

Exercice 16. (#7) On note .3(R) I'ensemble des matrices symétriques
de taille 3.

1. Montrer que .3(R) est un sous-espace vectoriel de .Z5(R).

2. Déterminer une base de .#3(R).

3. En déduire la dimension de .#3(R).

4. Généraliser les questions précédentes a 'ensemble .7, (R) des ma-
trices symétriques de taille n.

0
Exercice 17. (#7) Soit A = 3 1 |. Montrer que la famille
5

(Ig, A A% A3 ,A9) est liée.
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