CT.D. VII - Applications linéaires j

I - Applications linéaires

Exercice 1. Déterminer si les applications suivantes sont des applications
linéaires. Le cas échéant, déterminer le noyau et I'image.
fi:R3 = R2 (2,9,2) = (—x +2y,22 — 3y + 2)
fo:RP =R (2,y,2) = e +y—2,0—y+3z,40+y—2)
f3:RP =R (2,y,2) = (y+ 2,2 +y+20)
fi:R3 = R2 (2,9,2) = 2(z +y, 2 —y)
z)

f5:R3_>R2> (xvya (x—l—y—l—z,:v—y)

ok W

—
—
—
—

Exercice 2. Soient f € Z(R",RP) et g € Z(RP,R?). Montrer que go f =
0 si et seulement si Im(f) C Ker(g).

Exercice 3. Soit f € Z(R",R
trer que f est surjective.

) une application linéaire non nulle. Mon-

Exercice 4. Soit f € Z(R3) telle que pour tout z € R3, la famille
(z, f(z)) soit lite. On note (eq,es,e3) la base canonique de R3. Soit
(4,5) € [1,3]*.

1. Montrer qu’il existe a; € R tel que f(e;) = a;e;.

2. Montrer quil existe a; ; € R tel que f(e; + e;) = a; j(e; + €;).

3. Pour ¢ # j, montrer que a; = a; puis qu’il existe a € R telle que
f=uqald.

Exercice 5. Soit u € .Z(R").

1. Montrer que, pour tout k € N, Ker(u*) c Ker(u**1).
Pour tout k € N, on note d = dim Ker(u¥).

2. Montrer que la suite (di) est croissante et majorée. En déduire que
la suite (dj) est convergente.

On admettra que la suite (dj) est stationnaire et on note p € N tel que
dp—1 # dp et, pour tout k = p, d, = d,.

3. Montrer que Ker uP~! # Ker u? et, pour tout k > p, Ker u* = Ker u?.
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IT - Applications linéaires & Matrices

Exercice 6. Pour les applications linéaires f et les bases B suivantes,
déterminer la matrice de f dans la base B.

1. fi:(z,y) = (x+y,3z — 5y), B:(( 0), (0 71)).

2. fo:(z,y) = (z+y,3z—5y), B=((0,1),(1,0)).

3. fz:(z,y) = 2e+y,xz—y), B=((1,2),(3,4)

4. fi:(w,y,2) = (x+y,3z - z,9), B=((1,0,0),(0,1,0), (1,1,1))

Exercice 7. On considére les bases % = ((1,2,1),(2,3,3),(3,7,1))

et $2=1((3,1,4),(5,3,2),(1,—1,7)) ainsi que l’application linéaire
fi(z,y,2) = (20 + 2y + 2,32 + 2,5z). Déterminer .z, z,(f).
Exercice 8. Soient % = (e1, €2, e3) une base de R? et f € .Z(R3) dont
01 2
la matrice dans la base B est | 3 5 4 |. Déterminer la matrice de f
1 0 3
dans la base % = (e3, €2, €1).
3 2 1
Exercice 9. (Calcul de puissances) Soient A = | -4 -3 —-1] et u
—4 -2 =2

I’endomorphisme canoniquement associé a A.
1. Déterminer le rang de w.

2. Déterminer une base du noyau et de I'image de u. En déduire une
nouvelle base & = (e1,¢2,¢3) de R3.

3. Ecrire la matrice de passage P de la base canonique & 4.
4. Déterminer la matrice B de u dans la base 4.

5. Ecrire une relation entre les matrices A, P et B.

6

. Pour tout n € N, calculer B". En déduire la valeur de A™.
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T.D. VII - Applications linéaires

III - Rangs de matrices

Exercice 10. Sans calcul, déterminer le rang des matrices suivantes :

1 4 12 3
1‘A1_<3 1) 4. Ay= |4 5 9

L4 1 4 6 7 13

2 8 2 8 1 2
A=y g 9 g 5. 4,= (3 4

5 20 5 20 4 6

1 2 3 4 r -1
3. A;=12 4 6 8 6. J=

3 6 9 12 1 1

Exercice 11. Déterminer le rang des matrices suivantes :

3 2 1 1 -1 2 3
1. Ai=[-4 -3 -1 2 1 -1 2
—4 -2 =2 SA=1y 9 1
1 2 1 1 4 1
2. Ab,=(0 2 4
1 1 2
IV - Questions plus théoriques
1 2 3
Exercice 12. Soient A = —1 1 2| et ¢ lapplication définie
0O 1 3

sur .#3(R) par ¢ : M — MA. On note (E; ;)i<i j<3 la base canonique
de %3(1@)

1. Montrer que ¢ est une application linéaire sur .#3(R).

2. Ecrire la matrice associée & ¢ dans la base canonique.
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Exercice 13. Pour tout 1 < ¢, 7 < n, on note E; ; la matrice carrée de
taille n dont le coefficient d’indice (k,¢) vaut 1 si (k,¢) = (i,7) et vaut
0 sinon. On note

Zy ={A€ MR) ;¥ M€ M(R), AM = MA}.

1. Montrer que Z, est un espace vectoriel.
2. Soit A € Z,.

a) Ecrire les produits E; ;A et AE; ;. En déduire que a;; = a;; et
ar; =0sik #ietajr=0s1k#j.

b) En déduire qu’il existe A € R tel que A = Al.
3. Déterminer Z,.
Exercice 14. Une matrice A est antisymétrique si AT = —A. Montrer
que, pour toute matrice M € .#,,(R), il existe un unique couple (S, A)
ol S est symétrique et A est antisymétrique tel que M = S + A.
Exercice 15. Soit f € Z(R?) telle f3 =0 et f2 #0.
Montrer qu’il existe 29 € R3 tel que f2(zo) # Ogs.
Montrer que % = (zo, f(z0), f?(x0)) forme une base de R3.
Déterminer Matg(f).
Soit g € Z(R?) telle que f o g = go f. Déterminer Mat z(g).

. En déduire que g € .Z(R3) commute avec f si et seulement s’il existe
a, b, c€R tels que g = af? +bf + cld.

N

Exercice 16. Soit A = (ai;); je1,n] € #n(R). On suppose que pour tout
1
i€ [1,n], laii| > > |aij|. Soit X =
J#i

€ My1(R) tel que AX =0.
L,

1. Montrer que, pour tout i € [1,n], a;;z; = —

D i T
J#i
On suppose X # 0 et on note iy un indice tel que

Vike [[17”]]7 |xk| < ‘.7}2‘0‘ :

Z |@io 1

J#io0

3. En déduire que X = 0 puis que A est inversible.

2. Montrer que |ai0,io|
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