[ T.D. VIII - Intégration ]

I - Calculs d’intégrales

Exercice 1. (%) Déterminer une primitive des fonctions suivantes :

L fi(z) = 25251, 5. fs(e) = S5
2. folw) = g 6. fo(z) = 2.
3. fs(x):xm 7. fr(z) = 2,

4. fi(z) = (e +1)%e”. 8. fo(z) = IHQL(I).

Exercice 2. (Changements de variables, #3) Déterminer une primitive
des fonctions suivantes :

1 1
L fi(z) = &4 3. f3(z) = s
¢t u > In(u), 'u,(u1+1) :%Jr% pru—ret.
3
2 o) = )=
0 u s ul. prurru—2.

Exercice 3. (Intégrations par parties, #) Déterminer une primitive des
fonctions suivantes :

1. fi(x) =xze”. 3. f3(z) = 2% In(x).
2. fao(z) = a*e”.
Exercice 4. (£)

1. Montrer qu’il existe a, b réels tels que

T a b
\ 0,1 = .
ve[0.1] (x+1)(z+2) a:+1+a:+2
1 x
2. En déduire la valeur de / —dx
0 (x+1)(z+2)
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Exercice 5. (Fonction béta) € N2, on note

1
I,q= /0 2P(1 —x)? dx.

1. Pour ¢ non nul, déterminer une relation entre I, 4 et 1,11 ,4-1.

Pour tout (p,q)

2. Exprimer la valeur de I, ; & I'aide de factorielles.
I1 - Inégalités

dt

1
Exercice 6. (%) Montrer que + < / — <1
(%) TS ) 1+e+e2

Exercice 7. (#7)

1. Montrer que, pour tout k& > 2

N

k k+1
/ In(t) dt < In(k) / In(¢) dt.
k—1 k

2. En déduire que, pour tout n > 1,
n n
/ In(t) dt <lIn(n!) < / In(t) dt + In(n).
1 1

3. En utilisant une primitive de In, en déduire la limite de la suite de

terme général 71?1(1?2) .

2

TTode
Exercice 8. (#7) Pour tout x € [0, 1], on pose f(z) = / —.
+ In(t)
1. En utilisant la concavité du logarithme, montrer que
21
Yz €]0,1], ¥ t €]a? 1], n(l)(t—l)gln(t)gt—l.

2. Montrer que f est prolongeable par continuité en 1.
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3. Montrer que f est dérivable sur [0, 1] et calculer sa dérivée.

1
Exercice 9. Pour tout n entier naturel, on pose I, = / In(1+ 2") dz.
0

Montrer que, pour tout n entier naturel non nul, 0 < [,, < In(2).
Etudier les variations de la suite (I3,).
En déduire que la suite (1,,) converge.

Montrer que : Vx> 0,0 <In(1 +z) < z.

Nk w N

En déduire que lim I, =0.
n—-+00

Exercice 10. Pour tout n entier naturel non nul,
1 1 n
x
I, = / 2" In(1 4 2°) dz et J, = / dz.
0 0

1+ a2
1. a) Calculer Jj.

on pose

1

b) Montrer que, pour tout n entier naturel non nul, 0 < J, < 5.

¢) En déduire que (J,,) converge et déterminer sa limite.
2.a) A l’aide d’une intégration par parties, montrer que :

In(2) 2

Vn>21 1, = -
" " n4+1 n+1

n+2-

b) Montrer que la suite (I,,) converge.

¢) Montrer que la suite (nl,,) converge et déterminer sa limite.
II1 - Intégrales généralisées

Exercice 11. (%)) En comparant I'intégrande avec une fonction de réfé-
rence, montrer que les intégrales suivantes convergent :

+o0o +oo Int
1. / et dt, 3. / Bl Y
oo 1 1+t

Foo U Int
. —tdt. 4. / ——dt.
2/0 Vite ™ dt iia
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Exercice 12. (#) Etudier la convergence et, le cas échéant, calculer les

intégrales suivantes :
1 +00 dz

1. / z1n?(z) dz. 3. / —_

0 0 (z+1)(z+2)

1 —_a_ b .

1 —_— =
2. / 1n2(t) dt. (z4+1)(z+2) z+1 T+2
0

IV - Intégrales classiques

Exercice 13. (Expression intégrale de la factorielle, £) Pour tout n entier
+oo
naturel, on pose I, = / t" et dt. Soit n € N.
0
1. Calculer Iy.
2. Montrer que l'intégrale I,, converge.
3. Montrer que I,,11 = (n+ 1)1,.
4. En déduire, pour tout n entier naturel, une expression simple de I,,.
Exercice 14. (Fonction Gamma d’Euler, #7) Pour tout réel x strictement
+00
positif, on pose I'(x) = / t*Le™t 4.
0
1. Soit = > 0.
a) Pour tout ¢ €]0, 1], rappeler la définition de 1.
b) Déterminer un équivalent, lorsque t — 0 de t*~te™.
1
¢) En déduire que / t*~Le™t dt converge.
0
d) Montrer qu’il existe un réel a tel que

Vit=>a, trlet < e /2

+00
e) En déduire que / t*~Le ™t dt converge.
a

f) En déduire que la fonction I' est bien définie.

2. En utilisant une intégration par parties sur le segment [¢, M] puis en
faisant tendre € vers 0 et M vers +oo, montrer que I'(z + 1) = zI'(x).

3. En déduire, pour tout n entier naturel, la valeur de I'(n + 1).
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