( T.D. Il - Probabilités )

I - Tirages

Solution de I’exercice 1.

1. Les boules sont tirées simultanément. Le nombre de tirages possibles
est donc égal a (g)
Le nombre tirages favorables :
* soit les boules sont paires et il faut tirer 2 boules parmi les boules
numérotées {2,4, 6,8} : (3) possibilités.
x soit les boules sont impaires et il faut tirer 2 boules parmi les
boules numérotées {1,3,5,7,9} : (g) possibilités.
Le nombre de tirages favorables est donc égal a (3) + (g)

Ainsi, la probabilité vaut

)+G) 6+10 16 4
5 = = — =-~0,44.
(2) 36 36 9
2. On distingue en fonction de la parité de la premiére boule tirée :
* La probabilité de tirer une boule de numéro pair au premier
tirage est égale a %.
Sachant qu'une boule paire a été tirée, la probabilité d’obtenir
une boule paire au second tirage est égale a %.
En utilisant la formule des probabilités composées, la probabilité

de tirer deux boules paires est donc égale a :
4 3 1

9 8 6

* La probabilité de tirer une boule de numéro impair au premier
tirage est égale a 8.
Sachant qu’une boule impaire a été tirée, la probabilité d’obtenir
une boule impaire au second tirage est égale a %.

En utilisant la formule des probabilités composées, la probabilité

de tirer deux boules impaires est donc égale & :

5 4 5

978 18

Lycée Ozenne

27

Finalement, comme « tirer deux boules paires » et « tirer deux boules
impaires » sont deux ensembles disjoints, la probabilité de tirer deux
boules de méme parité est égale a

1 5 8 4
— 4 —=—=-~0,44.
6+18 18 9 0

2¢ méthode. Pour le nombre de cas possibles, on choisit :
* la premiére boule : 9 possibilités;
* la seconde boule : 8 possibilités.

Soit 9 x 8 tirages possibles.

Pour le nombre de cas favorables :
* soit la premiére boule est paire; on choisit :
* la premiére boule : 4 possibilités;
* la seconde boule : 3 possibilités.
* soit la premiére boule est impaire ; on choisit :
* la premiére boule : 5 possibilités;
* la seconde boule : 4 possibilités.
Ainsi, le nombre de cas favorables est égal a :

4x3+5x4.

La probabilité est donc égale a

4x3+5x4 8 %
9x8

T9x2 O

3. On distingue en fonction de la parité de la premiére boule.
* La probabilité de tirer une boule de numéro pair au premier
tirage est égale a %.
Au second tirage, I'urne est identique & 'urne initiale. La proba-
bilité d’obtenir une boule paire au second tirage est égale a %.
En utilisant la formule des probabilités composées, la probabilité

de tirer deux boules paires est donc égale & :
4 4 16

979 81
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* La probabilité de tirer une boule de numéro impair au premier
tirage est égale a %.
Au second tirage, I'urne est identique & 'urne initiale. La pro-
babilité d’obtenir une boule impaire au second tirage est égale
ag.
En utilisant la formule des probabilités composées, la probabilité
de tirer deux boules paires est donc égale a :
5 5 25
9797 81
Finalement, comme tirer deux boules paires et tirer deux boules im-
paires sont deux ensembles disjoints, la probabilité de tirer deux boules
de méme parité est égale a
10 + 2 = a ~ (,51.
81 81 81
2¢ méthode. Pour le nombre de cas possibles, on choisit :
% la premiére boule : 9 possibilités;
* la seconde boule : 9 possibilités.
Il y a donc 9 x 9 cas favorables.

Pour le nombre de cas favorables,
% soit la premiére boule est paire; on choisit :
* la premiére boule : 4 possibilités;
* la seconde boule : 4 possibilités.
* soit la premiére boule est impaire ; on choisit :
* la premiére boule : 5 possibilités;
* la seconde boule : 5 possibilités.
Ainsi, le nombre de cas favorables est égal & :

4 x44+5x5.

La probabilité est donc égale a

4><4—|—5><5_41
9x9 - 817

Solution de I’exercice 2.
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1. Les tirages s’effectuant sans remise, le nombre de tirages possibles
est égal a

nx(n—1)xn—-2)x(n-3)=-——.

a) Lors du tirage, on choisit :
* la position de la boule numéro 1 : 4 possibilités;
% les numéros des boules restantes : (”gl) possibilités ;
x la position de ces boules : 3!.
Ainsi, la probabilité vaut :
4x ("3 <3 ("))

(nT—l!4)! (Z)

b) Lors du tirage, on choisit :
* la position de la boule numéro 3 : 4 possibilités;
% les numéros des boules restantes parmi les boules dont le numéro
est strictement supérieur a 3 : ("53) possibilités ;
x la position de ces boules : 3!.
Ainsi, la probabilité vaut :

4x ("3 =3t (")
n! n
(n—4)! (4)

¢) Lors du tirage, on choisit :
* la position de la boule numéro k : 4 possibilités;
% les numéros des boules restantes parmi les boules dont le numéro
est strictement supérieur a k : ("gk) possibilités ;
x la position de ces boules : 3!.
Ainsi, la probabilité vaut :

4x (") =3t (%5
n! n
(n—4)! (4)

Remarque. Le plus petit numéro étant inférieur ou égal & n — 3, on
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obtient la formule

=050
2y !

> (") (1)

2. Les tirages s’effectuant sans remise, le nombre de tirages possibles
est égal a

n!

nx(n—l)x(n—2)x(n—3):m.

Lors du tirage, on choisit :
% la position de la boule numéro k : 4 possibilités;
* les numéros des boules restantes parmi les boules dont le numéro
est strictement inférieur a k : (kgl) possibilités ;
x la position de ces boules : 3!.
Ainsi, la probabilité vaut :

4x () <3t (%))
n! ny -
(n—4)! (4)

Remarque. Le plus grand numéro étant supérieur ou égal & 4, on obtient
la formule

> (5)-()
3) \4/)°
£=3
3. On distingue les cas en fonction du nombre de fois ou la boule k est
tirée :

* si la boule k est tirée 1 fois; on choisit :
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* la position de la boule numéro k : 4 positions possibilités;
* les numéros des autres boules : (k — 1) possibilités.
% si la boule k est tirée 2 fois; on choisit :
* les positions des boules numéro k : (;) = 6 possibilités;
* les numéros des autres boules : (k — 1)? possibilités.
x si la boule k est tirée 3 fois; on choisit :
* les positions des boules numéro & : (g) = 4 possibilités;
* les numéros des autres boules : (k — 1) possibilités.
x si la boule k est tirée 4 fois, il y a un seul tirage possible.
Ainsi, la probabilité est égale &

4(k—1)3 +6(k—1)2+4k—1)+1

n4
Remarque. On obtient la formule :

Ak -1 +6(k—1)2+4(k—1)+1 .
> i =
k=1

> (k-1 +6(k—1)°+4(k—1)+1)=n"
k=1
n—1
D> (48 + 607 + 40+ 1) =n',
=0

Solution de ’exercice 3.

1. Le nombre de tirages possibles est égal a (ﬁ))
Le nombre de tirages ot 4 boules sont rouges et 6 sont noires est égal a

()

eI
T

Ainsi, la probabilité vaut :
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2. On remarque que

pat _ (D) ()
po (DD (G
_ ()W)
("5 (%)
_ (n+1-10)n!10!(n + 1 — 10)!6!(n — 10 — 6)!
~ (n+1-10-6)!6!10!(n — 10)!(n + 1)!(n — 10)!
(n—9)n!l(n —9)!(n— 16)!
" (n—15)(n—10)!(n + 1)!(n — 10)!
B (n —9)?
 (n—15)(n+1)

Ainsi, en raisonnant par équivalences,

Pn+1 < Pn
s m-92<(n—-15)(n+1)
o n?—-18n+8l<n?+n—15n—15
& 814+ 15 < 18n — 14n
& 96 < 4n
& 24 < n.
Ainsi,
p1 <p2 <--- < P23 < Pp2g=pa5>P26 >

La suite (py,) atteint donc son maximum en 24 et 25. Alors,

(10) (15)
D24 = P25 = 42756 ~ 0,321 543 949.
(10)
]

Solution de I’exercice 4. On effectue les tirages jusqu’a ce que 'urne

soit vide. Ainsi, un tirage est une succession de n+r boules de couleurs

dont r sont rouges et n sont noires.

Un tirage est ainsi décrit par la position des n boules noires parmi les
.- . (n+r 1 10, .

n + r positions : ( " ) possibilités.
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Un tirage est favorable si les k premiéres boules sont noires et la (k+1)°
est rouge. Ainsi, pour déterminer, un tirage favorable, il suffit de placer
les (r—1) boules rouges restantes parmi les positions (k+2),...,n+r du
tirage (soit n4+r—k—1 emplacements possibles) : ("+::]f_1) possibilités.
Finalement, la probabilité que la (k + 1)¢ boule tirée soit rouge vaut :

(i

(")

2éme méthode. On note B; I’événement « la ¢ boule tirée est noire ».
En utilisant la formule des probabilités composées,

k
P(ﬂBlﬂBk>:P(Bl)~PBI(Bg)---Pk1 (Br)-P . (Brp)

i=1 i=1

b b—1 b—k+1 T
Cb+r b+r—1 b+r—k+1 b+r—=k

O

Solution de I’exercice 5. On suppose que la premiére urne contient n
boules noires et r boules rouges. La seconde urne contient alors 50 — n
boules noires et 50 — r boules rouges.

On note les événements :

Ui : «la premiére urne est choisie »
Us : «la seconde urne est choisie »
R : « la boule tirée est rouge »

Comme (Uy, Uz) est un systéme complet d’événements, en utilisant la
formule des probabilités totales,

Pon =P (R) = Py, (R)P (U1) + P, (R) P (Uy)

T 1 50 —r 1
n+r 2 100—n—7r 2
Ainsi,
o501 50 1 1 _ 11,491 52
P5050=760"2 T 100 2 2P0 T 51 2T 49 2 T 51x 2

Ainsi, pso 50 7 p1,50 et la probabilité dépend de la répartition des boules
dans les urnes.
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D2
1. Si les 2 urnes contiennent le méme nombre de boules, alors n = r et En utilisant la formule de Bayes,
r 1 50—-r 1 Pp (N)P(E)
Pre= 5. X 5 T To0—2r * 2 Py (E) = P (N)
1 1 1
:1—1_1:5’ B 0,95 - 0,02
~0,95-0,02+0,05-0,98
donc la probabilité ne dépend pas du nombre de boules rouges dans la _ 95 x 2 19
premiere urne. t T 95x24+98x5 68 0,28.
2. D’aprés la f 1 B
II - Arbres aprés la formule de Bayes,
Pp(N)P(FE 1-0,95) - 0,02
Py () = PEP(E) _ )¢
Solution de I’exercice 6. On note les événements suivants : (V) 1-P (N )
E  : «la personne est en état d’ébriété » 5.9 1
N : «l'alcootest est négatif ». T 10000 —95 x2—_98 x5 932 ~ 0,001.
0® N O
_ . R . .
w® F — Solution de I’exercice 7. On note les événements :
y 0,05~ N M : «lindividu est malade »
N  : «le test est négatif »
0 0% N
A
R AN
M
XQ \ o
A\ 10~« ~ N
D’apreés I’énoncé, /
10\ W' _ N
P(E) =0,02, Y
Py (N) =095, 9999 T~ N
P;(N) =095
- . — D’apres I’énoncé,
1. En utilisant la formule des probabilités totales, comme (E, E') est un
systéme complet d’événements, P (M) —10-°
_ _ _ _ N — 105
P (N) =Py (N) P (E) + P (N) P (E) Par (N) = 99999- 10
=0,95- 0,02+ (1 —0,95) - 0,98 P37 (N) =10
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On utilise la formule de Bayes :

Py (N)-P(M)
P
Py (N) P (M)
Py (N)P(M)+Py; (N)P (M)
99999 -107°-.107°

Py (M)

T 99999105105+ 104- (1 — 10°9)

1
= — ~0,09.
11 ’

Solution de ’exercice 8. On note les événements suivants :

N1 : « la premiére boule tirée est noire »
Ny : « la seconde boule tirée est noire »
U, : « l'urne numéro k est choisie »

U/R1<ﬁ%
1
\N1<ﬁ%

1

U
n\
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1. Comme (N1, N7) est un systéme complet d’événements, d’aprés la
formule des probabilités totales,

PUk <N2> = PUk (N2 N Nl) -+ PUk (N2 ﬂﬁl)

Comme (Uy, ...

k—1 n—-k n—-%k n—-k-1
n—1 n—-2 n-—1 n—2

,Up) est un systéme complet d’événements, d’aprés la

formule des probabilités totales,

P (N2)

2. En notant

=3 Py, (Vo) P (Uy)
k=1

_ﬁél k=1 n—k n-k n-k-1
_k:1n n—1 n—2 n-—1 n—2

:n@ﬁiin_QE:M—ka—l+n—k—D

k=1
n—2 ~
~n(n—1)(n—-2) k:1(n — k)
1 n—1
- n(n—1) %g

boule tirée est noire :

Nj (resp. Na) l'événement la premiére (resp. seconde)
P (Nl N Nz)
Py, (No) = ————=
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Comme (Uy,...,U,) est un systéme complet d’événements, )
n /
P (N1 N Ny) =Y Py, (N1 NNy P (Up) / }E
k=1 \ s D
1 zn: n—k n—k—1 %
n n—1 n—2 x _
k=1 & D
1 n
= (n—k)(n—Fk—1)
n(n—1)(n—2) ; En utilisant la formule de Bayes,
1 - P(A)-Py(D 1/2-1
~ Doy 2 Py (4)= DL PaD) 208
=0 P (D) P (A)-Pa(D)+P(4) - Py(D)
_ L S e Ny = 1/(28) - B oe
= n(n—1)(n—2) pard pars 1/(2-8)+1/(2-13) 21
B 1 (n—1n@2n—-1) (n—1)n 0
nn—-1)(n-2) 6 2
_ L IIT - Jeu de pile ou face
3
De méme, Solution de I’exercice 10.
n 1. Il y a 2" lancers possibles et, si un lancer permet d’obtenir exactement
P(N) = ZPUk (N1) P (Ug) k piles, il est entiérement déterminé par la place de ces piles dans la
k=1 succession de lancers, donc
le—n—k
—— n
non-l P(Pk)z(zkn).
1 =1
- n(n —1) t= 9’ 2. On note les événements suivants :
=0 P, : «le premier joueur obtient k fois piles »
Finalement, Dy : «le deuxiéme joueur obtient k fois piles »
2 E : « les premier et deuxiéme joueurs sont & égalité »
Py, (N2) = 3 Comme (Py,...,P,) est un systéme complet d’événements, d’aprés la
O
Solution de I’exercice 9. On note les événements suivants :
A «tirer le jeu de 32 cartes »,
D : «tirer une dame ».
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formule des probabilités totales, la probabilité recherchée vaut :

P(E)=1-P(E)

=1-> P(ENP)
k=0

=1-> P(DyNF)
k=0

=1-) P(Dy)-P(P)
k=0

car les lancers des piéces sont indépendants.
Ainsi,

P (F) = _;i@y

Remarque. La formule de Vandermonde permet d’obtenir :

P (E) = 4171 <2">

Solution de I’exercice 11.

1. On utilise le systéme complet d’événements (P, P),

P (Ay) = Pp (4) P (P) + Pp (A4,) P (P) .

Ayt

Apy1

-1

/
\

/\ i

Ag1
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Comme la piéce est équilibrée,

Si la piéce est tombée sur pile, alors Maryam gagne 1 euro et le jeu

recommence avec une somme initiale de k + 1 euros. Ainsi,

P (Ax) =P (Ap11) = prt1-
De maniére analogue,
P5 (Ar) =P (Ar_1) = pr—1-
Ainsi,
_ Prt1+ Pr—1
T E—

2. Si Maryam dispose de 0 euro, alors elle est ruinée avant d’acheter le

livre et py = 1.

Si Maryam dispose de N euros, alors elle achéte le livre et py = 0.

3. En utilisant la question précédente,

Pr+1 + Pr—1 — 2pr =0
DPk4+1 — Pk = Pk — Pk-1
Vi = Vk—1.
Ainsi, la suite (vg) est constante.

4. En notant « la constante de la question précédente,

pbj —Pj—1 =«
Kk
Z(pj pj-1) = ka
j=1
pr = ka + po

Or, po = 1. Ainsi,
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Finalement,

k
N =1-—.
VkE[[O, ]])pk: N

Remarque. La question de savoir si le jeu termine n’est ici pas posée.
On peut cependant montrer que le temps de terminaison est fini presque
stirement en le dominant par une v.a. de loi géométrique. O

IV - Divers

Solution de I’exercice 12. Le nombre de tirages possibles est égal &
10-9-8.

Un tirage est favorable si les trois cartes tirées sont triées par ordre
croissant. On cherche ainsi le cardinal de 'ensemble

{(nl,ng,ng) S [[1,10ﬂ3 ;< ng < 77,3} .

Or, a tout élément (ny,ng,n3) de cet ensemble, on peut associer de
maniére unique la partie {ni,na,n3} a trois éléments de [1,10]. Ainsi,
le nombre de tirages favorables est égal a

10y  10-9-8
3) 6

Finalement, la probabilité recherchée est égale a

1

5

Remarque. Cette probabilité ne dépend pas du nombre de cartes dans
le paquet ! O

Solution de I’exercice 13. Comme (A, 11, A, 1) est un systéme complet
d’événements, d’aprés la formule des probabilités totales,

P (4) =P (A, N Api1) + P (A N Apia)
P (A4, NAn) = (1—2)P (4,).
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Ainsi, comme (4,, 4,) est un systéme complet d’événements, en utili-
sant la formule des probabilités totales,

P (An—l—l) =P (An+1 N An) +P (An+1 an)
— 2P (A,) + (1 — )P (A,)
= 2P (An) + (1 —z)(1 - P (4,))
=2z -1)P(4,) +1 -z

Ainsi, (P (A,)) est une suite arithmético-géométrique.
Comme z # 1, le réel £ qui satisfait £ = (22 — 1){ 4+ 1 — x est égal & 3.
On pose ainsi v, = P (4,) — % et on constate que

Unt1 = (22 — 1)y,

Ainsi, (vy,) est une suite géométrique de raison (2z — 1).
Finalement,

1 1
Enfin,

0<zr<1

0<22 <2

-1<2z-1<1.
Ainsi, lim 2z —-1)" =0et

T—+00

lim P (A,) = %

n—-+o0o

O]

Solution de I’exercice 14. On distingue les cas en fonction du numéro
de la boite dans laquelle 'allumeur pioche sa derniére allumette. On
note arbitrairement 1 la boite contenant initialement n allumettes et 2
la boite qui en contient initialement n — 1.
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% Si la derniére allumette est piochée dans la boite numéro 1.
Avant, on a pioché n — 1 allumettes dans la boite numéro 1 et
n+ 1 —k allumettes dans la boite numéro 2. On a alors tiré
2n — k allumettes et on choisit la position des n — 1 allumettes
piochées dans la boite numéro 1 parmi cette succession de tirages.
Le nombre de fagons d’effectuer un tel tirage est égal a

()

Le nombre total d’allumettes piochées étant égal a 2n — k + 1,
la probabilité d’avoir pioché la derniére allumette dans la boite
numéro 1 et qu’il en reste exactement k dans la boite numéro 2

est égale a
(Qn—k)
n—1
22n+1-k’

x Si la derniére allumette est piochée dans la boite numéro 2. Avant,
on a pioché n allumettes dans la boite numéro 2 et n — k allu-
mettes dans la boite numéro 1. On a alors tiré 2n — k allumettes
et on choisit la position des n allumettes piochées dans la boite

numeéro 2 parmi cette succession de tirages. Le nombre de facons
d’effectuer un tel tirage est égal a

2n — k
n
Le nombre total d’allumettes piochées étant égal a 2n — k + 1,
la probabilité d’avoir pioché la derniére allumette dans la boite

numéro 2 et qu’il en reste exactement k dans la boite numéro 1
est égale a
(Qn—k)
n

22n+1—k’
Finalement, comme les événements « derniére allumette piochée dans la
boite 1 » et « derniére allumette piochée dans la boite 2 » forment un
systéme complet d’événements, la probabilité recherchée est égale a
(2n—k‘) + (2n—k’) (2n+1—k)

n—1 n n
22n+1-k T 92ntl-k
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