T.D. IV - Variables
aléatoires discretes

I - Lois usuelles finies De plus,

' P(IN=0)=P(Mie[l,n],X;=1)
Solution de ’exercice 1. Soit w € (.

n
Comme Y, (w) est un produit de réels valant soit 0 soit 1, alors Y,,(w) € - P ﬂ {X; =1}
{0,1}. Ainsi, Y, suit une loi de Bernoulli. i—1
De plus,

1), car les v.a. sont indépendantes

I
—-
i
>
I

n
=1
P(Ynzl):P<HXZ-:1> 1
i=1 ==
n n:
=P<ﬂ{X,-=1}> P(N=k) =P(Vic[lk-1],Xi= 18T X; = 0)
i=1 k—1
n _P<ﬂ{X,-_1}m{Xk_o}>
=[P (X;=1), carles v.a. sont indépendantes i=1
i=1 k-1
=p". = <H P(X; = 1)) x P (X =0), car les v.a. sont indépendantes
i=1
Finalement, Y;, — %A(p"). O 1 1
oo\
Solution de I’exercice 2. Remarquons que N peut prendre les valeurs k1
0,1,...,n, soit =

N(Q) = [0,n].

IT - Variables aléatoires finies

Solution de ’exercice 3.

1. En notant « le coefficient de proportionnalité, pour tout ¢ € [1,4],

P (X =1i) = ai.

Lycée Ozenne 34 A. Camanes



T.D. IV - Variables aléatoires discrétes

4
Or, > P (X =1i) = 1. Ainsi,
1=1

al+2+3+4)=1

a=—

10°
Finalement,

Vie[[1,4]],P(X:i):ll—O.

2. D’aprés la définition de ’espérance,

“ior (5

_42><52
T 10x4
=10.
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Ainsi, d’aprés la formule de Kcenig-Huygens,

V(X)=E[X)] -EX"=10-3*=1.

3. D’apreés le théoréme de transfert,

Solution de ’exercice 4.

1. Comme il y a exactement 3 boules noires, la premiére boule rouge
apparaitra au moins au 4° tirage. Ainsi, X () = {1, 2, 3,4}.
* La probabilité qu'une boule rouge soit tirée lors du premier tirage

est égale a
7
PX=1)=—.
10
+x En utilisant la formule des probabilités composées et en notant
N; (resp. R;) 'événement « une boule noire (resp. rouge) est tirée

au 1° tirage »,

P(X=2)=P(NiNRy) =P (N;)Pn, (R2)
3 7 7
= — X = = —,
10 9 30
+ En utilisant la formule des probabilités composées et les notations
précédentes,

P (X = 3) =P (N1 N Ny N Rg) =P (Nl) PN1 (NQ) PNﬂTNz (Rg)
3 27 7

109 8 120
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T.D. IV - Variables aléatoires discrétes

+ En utilisant la formule des probabilités composées et les notations

précédentes,
P(X=4) ZP(NlﬁNgﬁNgﬂR4)
=P (N1) Py, (N2) Py, (N3) Pvivsnng (Ra)
3 2 1 7 1
— X =X =X == —,
10 9 8 7 120
On peut résumer la loi de X dans le tableau suivant :
k 1 [ 23] 4
P(X=k)|=1 3| 1m0 | 0
2. D’aprés la définition de ’espérance
4
E[X]=) iP(X =)
i=1
7 7 7 111

= — 42— 4— = —.
10+ 30 3120+ 120 8

D’aprés le théoréme de transfert,

4
E[X?] =) P (X =1i)
i=1
il pl D

10 30 120 120 24"

Ainsi, d’aprés la formule de Kcenig-Huygens,

55 (11\®> 77
V(X):E[XQ]—E[X]Q:%—<8> = 105"

Solution de ’exercice 5.

1. Le nombre de tirages possibles est (2n)!. La position de la premiére
boule impaire est comprise entre 1 et (n + 1), soit (n + 1) possibilités.
Il y a enfin n! facons de disposer les boules paires. Au final,

(n+1)xn!  (n+1)
(2n)!  (2n)!
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2. Le nombre de positions des boules impaires est ( ) Leur ordre est
ensuite fixé. Il y a ensuite n! maniéres de disposer les boules paires.
Ainsi,

3. D’une part, X(2) = [n,2n]. Ensuite, sur {X =k}, il y a (ﬁj)
maniéres de choisir les positions des boules impaires (la derniére étant
en position k). Ensuite, il y a n! facons de disposer les boules impaires
et n! de disposer les paires. Ainsi,

B - 3 )

)

n(n!)? (2n +1

ol )

n(2n+1)
n+1

Solution de ’exercice 6.

1. D’aprés la formule du triangle de Pascal, (2) = (];ﬂ) — (pf_l). Ainsi,

() -2[GH)-65)]
=\ o\l p+1
(i) =G -Gr)
p+1 p+1 p+1)
2. Comme il y a exactement b boules blanches dans 1'urne, il faut effec-
tuer au moins b tirages pour pouvoir extraire toutes les boules blanches
de 'urne. Ainsi, X (w) = [b,n + 0].

Un tirage consiste en une succession de n + b boules ot n sont noires
et b sont blanches. Ainsi, un tirage est uniquement déterminé par la
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T.D. IV - Variables aléatoires discrétes

position des b boules blanches parmi ces n 4+ b boules, soit un nombre

n+b
Nk
Soit k € [b,n + b]. Si X = k, alors une boule blanche a été tirée au k°
tirage et les b — 1 autres boules blanches ont été tirées lors des k — 1
tirages précédents. Les boules rouges sont alors réparties sur les autres

tirages. Le nombre de tirages ol la derniére boule blanche tirée ’est lors
du k° tirage est donc égal a :

E—1

b—1)

de tirages égal a :

Finalement,

Remarque. En utilisant la premiére question,

S% h—l_fgfl k' _ (n+b
b—1) b—1) \ b )

k=b k=b—1

n+b

Ainsi, Y pp = 1.
k=b

En utilisant la formule du capitaine, la premiére question, ainsi que la
définition de ’espérance,

S S () =)
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Concernant la variance, en utilisant deux fois la formule du capitaine,
b
n+b 9 s ofk—1
E | X = k
(" el =3 (,
k=b
n+b
k
=b
> k()
k=b
n+b n+b
k+1 k
=bb+1 —b
b3 (1) 3 6)

n+b+2 n+b+1
Mb+”< b2 >‘b< b1 >

(n+b+1)bn(b—|—1)—|—b(b+2)

b+ 1 b+ 2
ELW]:aﬁjﬁ;inm@+n+w@+2ﬂ
V(X) = bn(n+b+1)

b+ 12(b+2)

IT1 - Lois usuelles infinies

Solution de I’exercice 7.

1. Les tirages étant effectués avec remise, a chaque tirage, la probabilité
d’obtenir une boule rouge est égale a 1—70.
Ainsi, ’expérience est une suite d’expériences de Bernoulli de probabi-

lité de succés égale a 1—70. Comme X est égale au rang du premier succes,

alors
XY T
10)°
2. En utilisant les propriétés des lois géométriques,
1 10
10
1-L 3 102 30
V(X)= 10— = % =

(%)2 107 72 49
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T.D. IV - Variables aléatoires discrétes

Solution de I’exercice 8.

1. Ici, Q@ = [1,6]2. Ainsi, on explicite les événements :

P(S=2)=P({(L1})=
P(S=3)=P({(L2),2 D)) = - = -
P(S=4)=P({(1,3)(22.3,)) = = = 5
P(S=5)=P({(14),23),(3,2,4 10} = o = ¢
P(S=6)=P({(1,5),(2,4),(3,3), (4,2, 6,1)}) = -
P(S=7)=P({(1,6),(2,5).(3,4),(4,3),(5:2), 6. )}) = o = ¢
P(S=8) =P ({(2,6),(3,5),(4,4) (5.3),(6,2)}) = -
P(S=9)=P({(3,6),(4,5) (5,4, (6,9)}) = 5 = ¢

P (5 = 10) = P ({(4,6),(5.5).6.4))) = 5 = 15

P (S =11) = P({(5.6).6,5)}) = 55 = 1

P(S=12)=P({(6,6)}) = .

2. L’expérience est une suite d’expériences de Bernoulli dont la proba-
bilité de succeés est égale & %. Comme T est I'instant de premier succes,

alors )
T—s9|(=].

D’apres les résultats sur les lois géométriques,
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Solution de ’exercice 9.

1. On utilise une somme télescopique :

iP (Y _ ]{3) _ i (e—lc o e—(k—i—l)) — e 0 _ e—(n+1) )
k=0

k=0
Ainsi,

n—+oo

lim Y P(Y =k =1
k=0

2. Comme Y (Q2) =N, alors Z(Q2) = N*.

D’aprés les définitions, pour tout k > 1,
PZ=k=PY+1=k=PY =k-1)

o (k=1) _ o—(k=1+41) _ ~k+1 _ —k

= (k1) (1 — e_l) = (1 — e_l) (e_l)kJrl .

Ainsi, Z < 9(1 —e™1).

En utilisant les résultats sur les lois géométriques,

Elz] = 1—1e—1 - eil’
671 e
VO =0y = e

3. En utilisant la linéarité de I'espérance,

1
E[Y|=E[Z-1=E[Z] - 1= —1=—.
e—1 e—1
En utilisant les propriétés de la variance,
e
VY)=VZ-1)=V(Z)= .
V) =V(Z-1)=V(2) =

4. Comme M est de taille 2, la matrice M est inversible si et seulement
silxY —1x0#0. Ainsi, la probabilité que M soit inversible vaut

PY#0)=1-PY=0=1-(1-e"')=e".
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T.D. IV - Variables aléatoires discrétes D2
O Ainsi, d’aprés la définition des probabilités conditionnelles,
: s : 1
Solution de I’exercice 10. Pxsn1] ([X >n]) = 3
1. Comme X est a valeurs dans N*, P(X>nN[X>n—1]) 1
400 P(X >n-1)) 3
(X >n—1]= | J[X =4 P ([X >n)) 1
k=n P((X>n-1]) 3
oo (|
=x=nu| |J x=4 Up—1 3
k=n+1 1
=[X =n]U[X >n]. Un = FUn-1.
2. En utilisant la question précédente, les événements étant disjoints, 5. Comme la suite (u,) est une suite géométrique,
1\" \" 1\"
P(X>n—-1)=P(X=n)+P(X >n) Uy =(=) uwo=[(=) PX>0= (=] .
3 3 3
Un—1 =P (X =n)+u,
Up—1 — U, =P (X =n). 6. En utilisant la question 2.,
1 n—1 1 n
3. En utilisant la définition des probabilités conditionnelles, P(X=n)=u,1—u,= <3) — (3)
P(X>nN[X>n-1]) 1" 1\ 2 /1\""
Pixsn-1 (X >n]) = = (= ) =2(:=
en P (X >n—1]) 5) \U73)73)
P ([X > n]) o )
TP(X>n-1) Ainsi, X — ¢ (3).
P([X>n—-1]) - P([X =n]) 7. En utilisant la somme des termes d’une suite géométrique,
= , d’aprés la question 3.
P(X >n-1]) n ng 1\ k-1
=1 =Py (X = 1)) P<X<n>—ZP<X—k>—Zg<3)
k=1 k=1
.. , . . . 2 1-(3)" 1\"
4. En utilisant 'hypothése et la question précédente, — 2 3) _q1_ (=
o 1 3 1-1 3
Pixsp1)([X >n])=1- 373 n
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Solution de ’exercice 11.

1. L’événement {U, = i} est modélisé par une expérience de Bernoulli
de probabilité de succés égale a % La variable aléatoire X ,,, suit une
loi binomiale de paramétres m et 1/n.

A. Camanes



T.D. IV - Variables aléatoires discrétes

2. En utilisant un systéme complet d’événements,
“+oo
P(Y,=j)=) P(Yi=j, N=m)
m=0

+oo
=3 P (Xim =4, N =m)
m=0

SOOI NG

m=)

J
=M <)\> l
n/) j!

Ainsi, Y; suit une loi de Poisson de paramétre \/n. O

Solution de I’exercice 12.

1. Comme X est le nombre de succés dans une expérience de Bernoulli

el s A N
de probabilité de succes égale a 15, alors

X < 2(60,1/12).

2. Comme E[X] =60 x 5 =5, alors E[Z] = 5 et Z suite une loi de
Poisson de parameétre 5.
En utilisant la table précédente,

P(Z<3)=P(Z=0)+P(Z=1)+P(Z=2)+P(Z=3)
~ (0,006 + 0,034 + 0,084 + 0,140
~ (,264.

En utilisant les propriétés des probabilités,

PX>4)=1-P(X<4)=1-P(X <3)
~1— 0,264
~ 0,736.
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IV - Variables aléatoires infinies

Solution de ’exercice 13.

1. Le premier saut est réalisé avec probabilité 1 donc il est nécessaire-
ment réussi. Le numéro du premier saut raté est donc supérieur ou égal
4 2 et le numéro du dernier saut réussi est donc supérieur ou égal a 1.
Ainsi, X(Q) = N*.

Soit n > 1. Si X (w) = n, alors les n permiers sauts ont été réussis et le
(n 4+ 1)° a échoué. Ainsi,

1 1 1
P(X:n):1><2><---><n<1—n+1>
_In+1-1
Tl n+1
on
S (n+ 1)

Ainsi, en utilisant une somme télescopique,

3 ror=n =3 (5 o)

n=1 n=1
1 1
S (N+ DY
Finalement,
N
lim P(X=n)=1.
N—+o0 1

2. En utilisant la loi obtenue précédemment et la définition de I'espé-
rance,

+oo 2

2 Gy

n=1

+oo
E[X]=) nP(X=n)=
n=1

+oo (E— 1)2
2!

I
¢ L

(-1
o

~
Il
R
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T.D. IV - Variables aléatoires discrétes D2
Rappelons que si Y — Z(1), alors 3. D’aprés les définitions,
E[Y] =1, =
P(X = P(X=k=1
N (X=0+ X P(X=F)
E[Y-E[Y])?] =1 P(X=0)+1=1
E[Y-1?] =1 P(X =0)=0.
00 e_l
D (-1 =1 4. En utilisant les iétés des probabilités
/! . propriétés des probabilités,
£=0
+00 2 +oo
(£—1) _ _
> = P(X>n)= Y P(X=k)
(=0 k=n+1
“+o0o
Ainsi, = Z L
it ko k+1)°
=n
Byl S~ (=17 (01
[X] = £ ! En utilisant une somme télescopique,
(=0
=e-1 ZN: (A T N 1
k k+1) n+1 N+1
k=n+1
Solution de I’exercice 14. N
o xerd Ainsi, lim )’ (% - k—il) = r%kl et
1. On remarque que N—=+00 p—py1
11 _kt+l-k_ 1 P(X>n)=—.
k' k+1 k(k+1) k(k+1) n+1
O

2. En utilisant une somme télescopique,

STP(X=k) = :Z(_>
2 Zok(kr 1) A \k k1
_1_ 1
1 N+1
A N
insi, i P(X =k =1
i, i, 5P (x =
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V - Fonctions de répartition
Solution de I’exercice 15.
1. Soit w € Q. Alors,

max {X(w),Y(w)} <z
& Xw)<zetY(w) <z

A. Camanes



T.D. IV - Variables aléatoires discrétes D2
Ainsi, 6. En utilisant les questions précédentes,
max {X, Y} <z]=[X <z|N[Y <z.
—1—(1=(1=(1=p)l= (1 -1~ p =
2. Soit x € R. Comme X (§2) = N*, Fw(w) =1 (1 (1 (1=p) )) % (1 (1 (1=p) ))
|| =1-(1-p)?k.
(z) o k;Z1 ( Comme W () = N*, pour tout k € N*,
lz) lz] -1
1—(1—p)l=l PW=k=PW<<k-PW<<k-1
e S TR e B IE (W =K) =PV <) ~P O < k- 1)
= ~(1-p) —1-(1-p* - (1-(1-pD)
. 5 R " e . . . k—1
3. Soit x € R. D’aprés la définition et la question précédente, _ [(1 _ p)z] (1-(1- p)2).
Fy(z) = P(Z < )
Ainsi, W — (1 — (1 — p)?). O
=P(max X,Y <z inst, W= #(1=(1-p))
=P(X <z]|n[Y < 1)) Solution de I’exercice 16.
=P ([X <z]) xP([Y < z]), par indépendance 1. D’aprés la définition, F(xz) = P ([X < z]). Comme une probabilité
= F(2)G(z). est a valeurs dans [0, 1], alors F(z) € [0, ]
T P i 2. Soit x < y.
4. En utilisant les calculs précédents, 2 Soit w € Q. Si X(w) < z, alors X(w) < y. Ainsi,
— (1 —(1—p)= (1 =)= = (12 (1= p)l=
Fy(@) = (1= (1 =p)) (1= -p)) = (1-(-p)=])". X <alc X <y
Ainsi, comme Z(§2) = N*, pour tout k € N*, P(X<z)<P(X <y)
PZ=Kk=P(Z<k)-P(Z<k-1) F(z) < F(y).

= (=) - (-

5. Soit x € R. Remarquons que

min{X, Y} >z]=[X>z|N}Y > z].

Ainsi, en utilisant I’événement complémentaire,
Fy(z) =P (min{X,Y} < 2)
=1-P(minX,Y > z)
=1-P((X >z|Nn[Y > z])
=1-P(X>z)xP (Y >ux)
=1-1-PX<2)x(1-P(Y <)
=1-(1-F(z)1-G(x)).
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Ainsi, F' est croissante.
3. Soit & < x1. Alors, [X < 2] =0 et F(x) = 0. Ainsi,
Soit x > xp. Alors, [X >z

lim F() 0.

T—r—00

p] =1 et F(xz) = 1. Ainsi, lgn F(x) =
T—T1

4. D’aprés le raisonnement de la partie précédente, F' est constante,
donc continue, sur | — oo, 1| et sur |a,, +00].
Soit x € [x;, xiy1[. Alors,

=1
P(X<2)=P(X <)
F(z) = F(x;)
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T.D. IV - Variables aléatoires discrétes

Ainsi, F' est constante donc continue sur [z;, z;41].
Ainsi,

Flaf)~F(a;) = Flz)~F(r;) ZP -
k=1
Ainsi, F est continue sauf en tout point ou P (X = z;) # 0.
VI - Lois jointes
Solution de I’exercice 17.
1. Comme la somme des probabilités vaut 1, alors
= + = + . +p+ . + L_
28 g Py g
1+p=1
p=0.
2. On compléte le tableau précédent :
Y 1023 [4||P(X=2)
111 3
0 31880 1
1 0|0|3%] % 1
T [1]1]1
Pv=o)[3[5]i]5]
Comme X < %(1/4), alors
1
E[X]=-
X]=1
De plus, d’aprés la loi de Y obtenue ci-dessus,
1 1 1 1
EY]=1x=-42x= —+4x=-=2
Y] ><2+ ><8—|—3><4+ X2
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3. En utilisant le tableau précédent,

Py (v =1) = 5 s 3 o
4
Px_y (Y =2]) = d ([g(TXL:YHT 2 _ 21) =0,
_ — 1
Pray (¥ =3) = TS ey =t =5
L P(X=1,Y=4) 3 1
On peut donc résumer la loi de Y sachant [X = 1]
suivant :
k|84
Py (Y =H) [ 3] 3]
4. On remarque que
P(X=1nNn[Y=1])=0
P(le)xP(Yzl):Zx%;éO.
Ainsi,
P(X=1Nn[Y=1)#PX=1)xP (Y =1)

et les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.

5. D’aprés les propriétés des probabilités,

P(X=0UY =1))=P(X=0)+P (Y =1)-P([X =
3.1 1 3
“1737 371

6. En utlisant la définition,

E[XY] g

1 1
--+1><1><0—|—1><2><0—|—1><3><§+1><4><7

dans le tableau

:0><1><%+Ox2x1+0x3x%+0x4x0+-~-

8
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T.D. IV - Variables aléatoires discrétes

Ainsi, en utilisant la question 1.,
Cov(X,Y)=E[XY]-E[X]|E[Y]
7 1

3
8 1°°73%

7. Comme X — %(1/4), alors

V(X)_i<1—i)_136.

D’aprés le théoréme de transfert,

1 1 1 1 21
E[Y?] =12 x - +22x - +32x = +42 x - = =,
V7] x5+ ><8+3><4+ X S$= 7
D’aprés la formule de Kcenig-Huygens,
21 5
VY)=E[Y} -E[y)?="-22=",
Finalement,
Cov (X,Y
p(X,Y) = X1
(X)V(Y)
3
3 o5 )
16 X1

8. En utilisant la linéarité de la covariance par rapport a son premier
argument,

Cov(X+Y,X)=Cov(X,X)+ Cov(X,Y)=V(X)+ Cov (X,Y)
NI
16 8 16

En utlisant la symétrie de la covariance,

Cov (X, X +Y) = Cov (X +Y.X) = 7.
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En utilisant la linéarité de la covariance par rapport & son premier
argument,

3 3
Cov (2X,X) =2Cov (X, X) =2V (X) =2 X =8
En utilisant la variance d’une somme,
3 5 3 35
VX+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y) = TR R

Solution de ’exercice 18.

1. En fonction des valeurs obtenus pour chacun des lancers, les valeurs
obtenues par le couple (X,Y') sont

{(4,§), 1<i<j <6},

2. Si X =1, la plus grande valeur renvoyée est 1, donc les deux dés ont
renvoyé la valeur 1. Ainsi,

(X =1={11D}.

En utilisant ’équiprobabilité des lancers,

3. SiY =1, alors un des deux dés a renvoyé 1 :
Y =1 ={(1,1),(1,7),(,1),2 <14, j<6}.
Comme |[Y = 1]| = 11, en utilisant ’équiprobabilité,

11

P(Y=1) =

4. Si le plus petit et le plus grand des résultats obtenus vaut 1, alors
les deux lancers ont renvoyé 1. Ainsi,

(X =1n[Y =1 ={(1,1)}.
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T.D. IV - Variables aléatoires discrétes

Do,
1
P(X=1nNn[Y=1]) = —.
(X =10y =1)=
5. Comme P([X =1]NnY =1)#P(X=1)P(Y =1), alors X et ¥
ne sont pas indépendantes. O

Solution de I’exercice 19. Comme R compte le nombre de changements
entre deux lancers successifs, alors

n—1
R=1+> I
j=1

De plus, I; vaut soit 0 soit 1, donc I; suit une loi de Bernoulli. Elle vaut
1 si deux lancers successifs donnent des valeurs différentes, soit

P(I;=1)=P({PF,FP}) =P ({PF})+ P ({FP})

=p(l—p)+ (1 —p)p=_2p(1-p).

Ainsi, I; ~ Z(2p(1 —p)) et E[I;] = 2p(1 —p).
D’aprés la linéarité de ’espérance,

n—1
Rl=1+) E|
j=1

Ij]=142(n—-1)p(1—p).

Soit 1< j<k<<n—1.

* Sik > j+2, alors I; dépend des j et (j+ 1)¢ lancers alors que I,
dépend des k° et (k 4 1)° lancers. Comme k > j + 2, alors tous
ces lancers sont indépendants donc I; et I, sont indépendantes.
Ainsi,

Cov (I;,1) = 0.

* Sik=j+1,alors I;I; = I;I;11 prend les valeurs 0 et 1 donc suit
une loi de Bernoulli. De plus, 1;1;41 vaut 1 si I; et I valent 1
c’est-a-dire si les j, (j+1) et (54 2)° lancers sont tous distincts.
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Ainsi,
E[LL] =P (L1 =1)
=P ([l =1)
=P ({PFP}LU{FPFY})
=p’(1—=p)+(1-p)°p
=p(1 —p).
Ainsi,
Cov (I, Ij11) = E[IjIj11] = E[I;] E[Ij11]
= p(1—p) — (2p(1 —p))°
=p(1 = p)(1 —4p(1 - p)).

Finalement, en utilisant la formule sur la variance d’une somme,

V(R) =) V(I)+2 >  Cov(lL)
j=1 1<j<k<n—1
n—1
= V(I])+2 COV(Ij,Ij )+2 COV(Ij,I)
]Z; 1<§—2 - 1<z‘<j<nz—:1,k>i—2_’o—k'
=(n—1)2p(1 —p)(1 - 2p(1 —p)) +2(n —2)p(1 — p)(1 — 4p(1 — p))
=2p(1—=p)[n—1-2(n—1)p(l—p)+n—2—4(n—2)p(1-p)]
=2p(1 —p)[2n —3 —2p(1 —p)(n — 1+ 2n — 4)]
=2p(1—p)[2n -3 —2p(1 —p)(3n = 5)].

A. Camanes



