[ T.D. V - Estimation )

I - Construction d’estimateurs E [Xy] = p. Ainsi,
_ —1
E|X,| =2+ %=
Solution de I’exercice 1. n n
< o n : —2 E Xn] n—1,
1. D’aprés la définition, Y,, = > X; est une somme de n variables E [X n} =
i=1 n n
aléatoires indépendantes de méme lois de Bernoulli de paramétre p. [—2} 1 n—1,
Ainsi, Y;, suit une loi binomiale, Y,, < %(n,p). ElXn nE Wn] T P
2. Comme Y, — #(n,p), alors " pl¥_ lyn = p?
n—1 " oon
E[Y,] = np, — 1 =
[ n] np E|: n Xi_ Xn:| =p*.
V (Y,) = np(1 —p). n—1 n—1
D’apreés la formule de Koenig-Huygens, Ainsi, %Yi - ﬁyn est un estimateur sans biais de p?.
V(Y,) = E [Yﬂ _E [Yn]2 Remarque. Comme X; est & valeurs dans {0, 1}, alors X? = X;. Ainsi,
27 _ 2 n 2 n
E[Y?] =V (Y,)+E[Y,] 1 S X, S X,
= np(1 —p) + (np)® U ca X, - " x| = _ =l
— np(1 — p + np) n—1 n—1 n—1 n (n—1)n
= np(l + (TL - l)p) n n
X+ Y XiX; - Y X?
3. En utlisant la question précédente et la linéarité de ’espérance, _ =l 1@7&(3 sn ) =1
n(n —
E [Y;?] = np(1+ (n— 1)p) >, XiX;
A _ Isi#isn
E [n2X,| =np(1+ (n - 1)p) Taln—1)
. 1 -1 2 X; X
E{Xﬂ :p( +(Z )p) - 1<i§j§n o
 n(n-1)
Ainsi, Yi est un estimateur sans biais de 2UF=UP) ot poegt donc pas n\
un estimateur sans biais de p? (sauf si n = 1). ~\2 Z XiX;.
1<i<j<n
Pour obtenir un estimateur sans biais de p?, on utilise le fait que
Ainsi, un estimateur sans biais de p? est (g)_l Yo XiXj (et il est

1<i<j<n
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aisé de vérifier directement que ’espérance de cet estimateur est bien
p?).
n
) s . . ~ 1 ~ \2
2¢ méthode. En utilisant la variance empirique, Xy — =5 >~ (Xi — X»)
2

est un estimateur sans biais de p —p(1 —p) =p
De plus, comme X;(Q2) = {0, 1}, alors X? = X; et

1 — 1 i —2
— 3K - X)) = — Z(XE—QX,L-X”+X”)

=1 =
2
:n_lzX— X ZXJrn_an
n — 2n 2
T a—in n—1X” 1 n
n — n =2
T -1 p—1"
X, zn:(Xi—Xn)2:<1— n )X + - X
n—lZ,:1 n—1 —1
- 1 —
Tah—1"n" -1t
O

Solution de ’exercice 2.

1. Comme X, est une fonction de Xi,...,X,, alors X, est bien un

estimateur. De plus,

E[X,] =

;Z)Q] = %ZE[XJ =
i=1 i=1

Ainsi, X, est un estimateur sans biais de m.

1 n
n -
=1

2. Comme les variables aléatoires Xj,...
d’apreés la propriété de la variance,

V(iX) ZV zzn;a = no?

V(%) =V (1Xn> vy =2

, X, sont indépendantes,

n n2 n
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3. En utilisant une identité remarquable, puis les propriétés de la
somme,

n

ns, = Z(XZ —X,)?

i=1

n
= (Xf - 2X; X, + Yi)

i? n n
=S x2 2%, Y X+ Y X,
=1 =1 =1

n
= ZXZQ — X +nX.
i=1

1 n
== X2 _

Ainsi, en utilisant la linéarité de I’espérance et les questions précédentes,

E[s,] = iiE X7 - B[,
_ % :l (V(x) +BXP) - (V (%) +E[X)°)

2
n—1
=o? +m’ — <J+m2> = — o2
n n

4. D’aprés la question précédente, dés que n # 1, la variable aléatoire
sy N'est pas un estimateur sans biais de o2.

5. S, est une fonction de X1,...,X,, donc c’est un estimateur.

) by : 2 A _ n . .
D’aprés la question précédente, S, = ;5 5p. Ainsi,

n n

n—1
E[Sn]: 2 2

E[S,] = o‘ =o"

n—1 n—1 n

O]
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Solution de I’exercice 3.
1. On est dans le cadre du calcul de la fonction de répartition d’un

maximum :

P ([M, <i]) =P (Imax{X1,..., X} <i])

ﬂ [Xk < i])

k=1

I
w

I
=

P ([X) <i]), en utilisant 'indépendance

e
Il

1

Il
=

P ([X; <i]), car les tirages sont avec remises

T
I

I
—
=
I
=

n
K])) , car X; prend les valeurs 1,..., N

~
Il
-

|
SRS
)
B
Il

| =

n
> , car les boules sont indistinguables

2. En utilisant la formule précédente,

P ([0, = M) = P (Mo < N) - P (g, < V- 1) =1 (S )

Comme —1 < &=L < 1 alors lim P ([M, = N]) = 1.
n—-+00

3. On va effectuer un changement dans l'ordre des sommations :

N N N
YPY =i =) ) P(Y =)
i=1 i=1 j=i
= > PI¥=)
I<i<G<N

Il

g
=

I
=
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4. En utilisant les questions précédentes, comme M,, est & valeurs dans

[[1’ N]]?

-2 (-(5))
:N_i::<z']—v1 "
26

i=1
5. D’apres la question précédente, pour k € [0, N — 1],

I
=

0 N -1
<

Comme ngl—lr-loo (1 -~

lim E[M,]=N.

n—-+4o0o

Remarque. Pour obtenir ’encadrement, il n’y avait pas besoin de la
formule sur I'espérance car
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* d’une part, M,, < N, donc E[M,] < E[N]= N,
N

x d’autre part, E[M,]| = Y kP (M, =k) > NP (M, =N),
k=1

ce qui donne ’encadrement annoncé. O

IT - Comparaison d’estimateurs

Solution de I’exercice 4.

1. Comme X,, et T}, sont des fonctions de X7, ..., X, alors ce sont des

estimateurs.
En utilisant la linéarité de 1’espérance,

E [X,] :%ZE[Xi] :%ZA:)\.
1=1 i=1

Ainsi, X,, est un estimateur sans biais de .

En utilisant les propriétés de la somme,

1 _
To=— > (X - Xn)
n 1=1
1 - 2
_ n_lz<Xi2—2Xan+Xn>

i=1

1 n o n .
= [ZX} —2X, Y Xi+nX,
=1 =1

1 - —2
=— [ZXEan] .
=1

! ilE [X?] - nE [XZ]]

-2 fel [

n

_ V(X)) +EXP -V (X) - E[X)].
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Or, comme les X7, ..., X,, sont indépendantes,

— 1 < 1 -
V(X,)=V <n2x> = ﬁv (;X>
1 A
=1
Finalement,

n

E [Tn] =

[A+A2—A—A2} =
n

n—1 n—1 n

Ainsi, T}, est un estimateur sans biais de A.

2. Comme X, est un estimateur sans biais, son risque quadratique
est égal & sa variance. Ainsi, d’aprés les calculs réalisés a la question
précédente,

3. Comme % > 0, alors X,, (qui est la moyenne empirique) est un
estimateur préférable de A que T), (qui est l'estimateur sans biais de la

variance) car son risque quadratique est plus faible. ]

Solution de I’exercice 5.

1. Commme X,, est une fonction de X1,...,X,, alors X,, est un esti-

mateur.
De plus, d’aprés la linéarité de ’espérance,

E [X,] :iiE[Xi]:H.

Ainsi, X,, est un estimateur sans biais de 6.

Comme X7y, ..., X, sont indépendantes, d’aprés les propriétés de la va-
riance,
VE) = v (Y x) = Ly v = Ly !
Yool i=1 l _n2i=1 l_n2i=1 o
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2. Comme Y, est une fonction de X1, ..., X,, alors Y,, est un estimateur.
De plus, d’aprés la linéarité de ’espérance,

E[Y,] = ZaE [X;] = OZai.

n
Ainsi, Y,, est un estimateur sans biais si et seulement si »_ a; = 1.
i=1

3. En utilisant la bilinéarité de la covariance,

Cov (Yn, Yn) = %Z ZO&jCOV (Xi,Xj)

i=1 j=1

1 n
1Y
n
i=1

V (X;), d’aprés I'indépendance
——
=1

1
e
Ainsi, d’aprés la positivité de la variance,

0<V (X, -Y,) =V (X,)+V(Y,) —2Cov (X,,Y,)

:%+V(Yn)—2%=V(Yn)—V(Yn)'

Ainsi, V(X,) < V(Y,) avec égalité si et seulement si

Vv (Yn — Yn) =0, ie. X, — Y, = c presque strement. Comme
E [Yn] =E[Y,] =0, alors c = 0 et X,, = Y,, presque stirement.

4. Ainsi, parmi les estimateurs sans biais qui sont des combinaisons
linéaires de Xi,...,X,, U'estimateur de 6 qui a le plus faible risque
quadratique est ’estimateur de la moyenne empirique. O
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