[ T.D. VI - Espaces vectoriels ]

I - Systémes linéaires

Solution de I’exercice 1. On utilise l'algorithme du pivot de Gauss

z+2y—2z =1 r+2y—z =1
3x4+4dy—2z =2 & -2y+2z =-1 rLyc19-314
z+3y+z =10 Y+ 2z =9 Lger3-1g
r+2y—z =1 T :7%7
& (-2y+2z =-1 & 2
62 =17 Lge2044Ly z =4

Ainsi, I’ensemble des solutions du systéme est {(—@, T g) }

1. On utilise I'algorithme du pivot de Gauss

= -3

20 +3y+2 =7 T —y+2z LyieLo
r—y+2z =-3 & (20+4+3y+z =T Lye14
3r+y—z =6 3r+y—2z =6
rT—y+2z =-3 rT—y+2z =-3
< 4§ by — 3z =13 rLyeLy-21; & 5y —32 =13
dy — 7z =15 L3eL3-314 23z = -23
z =1
< gy =2
z =-—1

Ainsi, %] posséde une unique solution et l’ensemble des solutions

est {(1,2,—1)}.
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2. On utilise 'algorithme du pivot de Gauss

20 —y+4z =2
z+2y—3z =6 <
dr+3y—2z =14

r+2y—3z =6
20 —y+4+4z =2
dr+3y—2z =14

Li<+Lo

Lo<+L1

r+2y—3z =6
r4+2y—3z =6
< by +10z = -10 rLyery-21, &
=5y +10z =-10
=5y + 10z = —10 rg¢r3-414
r =2-=A
S FJAeER; Sy =242\
z =A

Le systéme (.#3) posséde une infinité de solutions et I’ensemble des
solutions est

(2= X242\ 0), A€ R} = {(2,2,0) + A\(~1,2,1), A € R}.

3. Le sytéme est déja échelonné et posséde deux variables libres. Ainsi,
I’ensemble des solutions est

{(5 - _'uv)‘wu)v (NM) € RQ}
={(5,0,0) + A(—=1,1,0) + pu(—1,0,1), (A, p) € R?*}.

r+2y—3z =-1
4. (7,y,2) € R3 est solution de (7)) < { =Ty + 11z =10 Lycry-3L, -
—Ty+11z =T Lyeig-514

Les deuxiéme et troisiéme lignes sont incompatibles, le systéme ne
posséde aucune solution. L’ensemble des solutions est (.
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5. On utilise 'algorithme du pivot de Gauss :

—r+2y+4z =—-11 1«1,
20 =3y + 52 =8 Lyer,g
—r+2y+4z =-11
y+ 13z = —14  LyrLot214
r = -—17-—22\
S dJAeR; ¢y =-14—-13\.
z =A

L’ensemble des solutions du systéme (.#5) est infini et est donné par

{(=17 = 22X\, —14 — 13X, \) ; A€ R}
= {(=17,—14,0) + A(=22,—13,1)}.

Solution de I’exercice 2. On raisonne par équivalences

(21,2, 23,x4) est solution de ()

T1 + 229 — x3 + 41y =2 LiclL,y

- 21 —x0 + T3+ 24 =1 ryer,
1+ Trg —drs + 11y, = A
T14+2x0 —x3+4T4 =2 LicLs

= —bBx9 + 3x3 — Ty = —3 ILgoclLg-204
5xo — 3x3 + Tx4 =A—2 Lycrs-I,
T1+2x9 —x3+4x4 =2 LIy

= —5x9 4+ 3x3 — Tx4 = —3 LyoeLg—2L4
0 =A-5

Si A = 5, le sytéme posséde une infinité de solution. Si A # 5, 'en-
semble des solutions est I’ensemble vide. Finalement, I'unique solution

est A = 5. O
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IT - Familles de vecteurs

Solution de ’exercice 3.

) —>
1. D’une part, Fq est inclus dans R” et 0, € Ej.
D’autre part, si u = (z1,22,...,2Zn) et v = (Y1,92, ...
vecteurs de Fq et « est un réel, alors

,Yn) sont deux

ou+v = (ary +y1,ar2 + Y2, ..., ALy + Yn)-

Comme u € Fq, alors 1 = 22 = 0. De méme, y; = y9 = 0.
Ainsi,

ari+y1 =0
ara+y2 =0

Les deux composantes de au + v sont nulles, donc au + v € Ej.
Finalement, Fq est bien un sous-espace vectoriel de R"™.

2¢ méthode. En posant f : (x1,...,zy,) — (x1,22), alors f est linéaire
et Iy = Ker f. Ainsi, F/1 est un espace vectoriel.

. —
2. D’une part, F5 est inclus dans R™ et 0,, € Fb».

D’autre part, si u = (x1,22,...,Zy) et v = (Y1,92, . ..
vecteurs de Ey et a est un réel, alors

,Yn) sont deux

oau+v = (axy +y1,ars + y2,. .., Ty + Yn)-

Comme u € FE», alors x1 + z9 = 0. De méme, y; + y2 = 0.
Ainsi,

{(Oé:m +y1) + (a2 +y2) = a(z1 +x2) + (Y1 +y2) = 0.
Donc, au 4+ v € Es.

Finalement, F5 est bien un sous-espace vectoriel de R™.

2¢méthode. En posant f : (z1,...,2z,) — x1 + 2, alors f est linéaire et
FEy = Ker f. Ainsi, Fy est un espace vectoriel.

3. Comme (0, ..
de R™.

. —
4. D’une part, F4 est inclus dans R™ et 0,, € Ey.

.,0) € Ej3, alors E3 n’est pas un sous-espace vectoriel

A. Camanes



T.D. VI - Espaces vectoriels

D’autre part, si u = (z1,22,...,2n) et v = (Y1,92, ..., Yn) sont deux

vecteurs de Fy et a est un réel, alors

au—+v = (ary + y1, 022 + Y2, . ., 0Ly + Yn).

Comme u € Ey, alors 1 = x2. De méme, y7 = yo.
Ainsi,
{Oéfb‘l +1y31 = axs + yo.

Donc, au+v € Ejy.
Finalement, F4 est bien un sous-espace vectoriel de R™.

2¢méthode. En posant f : (z1,...,2z,) — x1 — 2, alors f est linéaire et
FE4 = Ker f. Ainsi, F4 est un espace vectoriel.

5. On remarque que

u=(1,0,0,...,0) € Es
v=1(0,1,0,...,0) € Es

Cependant, u +v = (1,1,0,...) donc u + v & Es.
Ainsi, E5 n’est pas un espace vectoriel. ]

Solution de I’exercice 4.
1. Soit (a,b) € R? tel que

a(=1,-1,1,2) + b(1,—1,1,5) = (0,0,0,0).

Alors,
—a+b =0 —a+b =0
—a—b =0 a+2b =0 rLocLi—Ls
a+b =0 a+b =0
2a+5b =0 2a+5b =0

Ainsi, a = b =0 et la famille est libre.

2¢ méthode. Comme les deux vecteurs ne sont pas colinéaires, alors ils
forment une famille libre.

2. Soit (a,b) € R? tel que

a(8,4,1,—2) + b(1,3,0,5) = (0,0,0,0).
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Alors,
8a+0b =0
4da+3b =0
a =0
—2a + 5b 0

Ainsi, a = b =0 et la famille est libre.

2¢ méthode. Comme les deux vecteurs ne sont pas colinéaires, alors ils
forment une famille libre.

3. Soit (a,b,c) € R? tel que
a(1,1,3,2) + b(1,-1,1,3) + ¢(0,1,5,2) = (0,0,0,0).
Alors,

a+b =0 c+a—> =0

a—b+ec =0 a+b =0
=

5c+3a+b =0

3a+b+5c =0
2a +3b+2¢c =0 2c+2a+3b =0

Li<Lo

Lo<Lq

c+a—b =0
a+b =0
4
—2a+6b =0 r3en3-51,
5b =0 ryer4-204

Ainsi, a = b= ¢ =0 et la famille est libre.

4. Soit (a,b,c) € R3 tel que

a(1,2,3,4) +b(—1,3,2,1) + ¢(2,1,-1,1) = (0,0,0,0).
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Alors,
a—b+2¢c =0 a—b+2c =0
20 +3b+c =0 5b — 3¢ =0 LoeLy—214
3a+2b—c =0 5b — Tc =0 rL3eL3-3L,
da+b+c =0 5b — Tc =0 rgery-414
a—b+2c =0
& 5b—3c =0
4c =0 rL3eno-ILg
Ainsi, a = b =c¢ =0 et la famille est libre. O

Solution de I’exercice 5.

1. Comme F; = Vect {(2,—1,-3)}, alors ((2,—1,—3)) est une famille
génératrice de Fi.

2. Comme Fy = Vect {(2,0,—3)}, alors ((2,0,—3)) est une famille gé-
nératrice de Fy.

3. Comme F3 = Vect {(2,0,3), (1,2,
une famille génératrice de F3.

4. Comme F; = Vect {(2,5,3),(1,2,—1)}, alors ((2,5,3), (1,2, —1)) est

une famille génératrice de Fy. O

—1)}, alors ((2,0,3),(1,2,—1)) est

Solution de I’exercice 6.

1. (z,y,2) € F} si et seulement si 2 — 3y + 2z = 0 si et seulement s’il
existe A, p réels tels que

r =\
y =u
z =-=2XA+4+3u

Ainsi, F; = Vect {(1,0,-2), (0,1,3)}.
La famille ((1,0,—2),(0,1,3)) est une famille génératrice de F et elle
est libre, donc c’est une base de Fj.

Remarque. dim | = 2, donc F; est un plan de R3.

Lycée Ozenne
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2. Le systéme étant déja échelonné,

x,y,2) e Fp, &

(@y,2) € B {3x—|—z —0
x A

S FJAeR; (y =-)
z = =3\

Ainsi, Fy = Vect {(1,—1,—3)}. Comme (1,—1,—3) est non nul, alors
la famille ((1,—1,—3)) est une famille libre de F. De plus, c’est une
famille génératrice de F5, donc c’est une base de F5.

Remarque. dim 5, = 1 donc F est une droite de R3.

3. En utilisant I'algorithme du pivot de Gauss,

rT—y—=z =0
(x,y,2,t) € F3 & (2x+3y+z =0
5 +5y+22 =0
r—y—z =0 rT—y—z =
< {by+ 3z =0 rLyery—20, & {5y + 32 =
10y +62 =0 rLzerng—ar, 0 =0 Lzerng-51
x =2\
S JAeR; (y =-3A
z =DHA

Ainsi, F3 = Vect {(2,—3,5)}. Comme ((2,—3,5)) est une famille géné-
ratrice de F3 composée d’un seul vecteur non nul, alors c’est une base
de F3.

Remarque. Comme dim F3 = 1, alors F3 est une droite de R3.
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4. En utilisant I'algorithme du pivot de Gauss,

z+2y+3z2+t =0
(x,y,z,t) EFy & Cax+y—t =0
2 + 3y + 2z =0
r+2y+3z24+t =0 z+2y+3z+t =0
& Sy+32+2t =0 rLoeri-Ly, © Sy+3z+2t =0
y+4z+ 2t =0 rjc20-L3 z =0
z 3
= —2)
o 3reRr; (Y
z =0
t =

Ainsi, Fy = Vect{(3,—-2,0,1)}. Comme ((3,—2,0,1)) est une famille
génératrice de Fy composée d’un seul vecteur non nul, alors c’est une
base de Fy.

Remarque. Comme dim Fy = 1, alors F est une droite de R?. O

Solution de I’exercice 7.

1. (z,y,2) € F si et seulement s’il existe A, p réels tels que
(x,y,2) = A(1,1,2) + u(1,0,1)

si et seulement si le systéme suivant admet une solution :

Adp ==z U+ ==z

A =y & (A =y

20 +pu =z A =2— I LycLz—I
nw+A ==z

< A =y
0 =2Z—X—Y LycLz—Ly

Ainsi, le systéme posséde une solution si et seulement si z —x —y = 0.
Une équation cartésienne de Fj est donc x +y — 2z = 0.

Lycée Ozenne
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2. (z,y) € Fy si et seulement s'il existe A, p réels tels que
(z,y) = A(1,2) + p(4,6)
si et seulement si le systéme suivant admet une solution :
A+4 = A+4
+4p x - +4u
2A+6p

=y —2p
Ainsi, le systéme posséde toujours une solution et Fh = R2.

=T

=y— 2z

Lo+Log—2L1

3. (z,y,z2) € F3 si et seulement sl existe A, p réels tels que
(z,y,2) = A(1,0,1) + u(2,3,1)

si et seulement si le systéme suivant admet une solution :

A+2u ==z A+2u =z

3 =y & 3w =Y

Adp =z W =T — 2 LgcLi-Lg
A+2u ==z

& 3k =y
0 =3x —32—Y Lye3L3—L,

Ainsi, le systéme posséde une solution si et seulement si 3z —3z—y = 0.
Une équation cartésienne de Fj est donc 3x —y — 3z = 0.

4. (z,y,2) € Fy si et seulement s'il existe A € R tel que
(r,y,2) = A(1,1,1)

si et seulement si le systéme suivant posséde une solution :

A=z A=z

A=y & 0 =2—9Y rLycrq1-Ly

A =z 0 =x—2 rLgerq-1Lg
- R . L . Jx—y =0
Ainsi, le systéme posséde une solution si et seulement si 0

rT—z =
T — =0

Y O

et une équation cartésienne de Fj est donc {

r—2z =0

A. Camanes
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Solution de ’exercice 8.

1. Comme nous devons déterminer les coordonnées d’un vecteur dans
la base %;, montrons que %, est une base de R? en montrant que tout
vecteur de R? se décompose de maniére unique comme combinaison
linéaire des vecteurs de %4;.

Soit (z,y,2) € R3 et a, b, c des réels tels que

(r,y,2) =a(-1,1,1) +b(1,-1,1) + (1,1, —-1).

Alors,
r =—-a+b+c —a+b+c ==z
y =a—-b+c & (2 =X +Y LocILi+ls
z =a+b—c 2b =T+ 2 LzelLztly
_ y+
a =457
_ o+
<:> b _122
T+
c 7

Ainsi, tout vecteur de R? se décompose de maniére unique comme com-
binaison linéaires des vecteurs de %, et %) est bien une base de R3.
De plus,

Y+ z r+z

2

(-1 + -1

(x,y,2) = (—-1,1,1) +

soit ici
(8,4,2) = 3(—1,1,1) + 5(1,—1,1) + 6(1, 1, —1).
Les coordonnées de (8,4,2) dans la base %) sont donc (3,5,6).

2. Comme nous devons déterminer les coordonnées d’un vecteur dans
la base %5, montrons que % est une base de R? en montrant que tout
vecteur de R? se décompose de maniére unique comme combinaison
linéaire des vecteurs de %s.

Soit (z,7,2) € R3 et a, b, ¢ des réels tels que

(z,y,2) =a(—=1,-1,1) + b(1,—1,1) + (2,2, —-1).

Lycée Ozenne
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Alors,
r =—a+b+2c —a+b+2c ==z
y =—a—b+2c & (2b =T — Y LocLi—Log
z =a+b-—c 2b+ ¢ =X 42 Lyelgtlg
—a+2c+b =z a :W
S Cc+2b =242 Ly, & (b =%5Y
2b =2 —Y Ly+Lg c =y+z

Ainsi, tout vecteur de R? se décompose de maniére unique comme com-
binaison linéaires des vecteurs de %y et Bo est bien une base de R3.
De plus,

—x + 3y + 4z

9 (71,7171)“’»%(17*1a1>+(y+z)(272771)

(z,y,2) =

soit ici
(8,4,2) = 6(—1,—1,1) + 2(1,—1,1) + 6(2,2, —1).

Les coordonnées de (8,4,2) dans la base #; sont donc (6,2,6).

3. Comme F = Vect A, alors £ est une famille génératrice de F.
Montrons que 4 est une famille libre. Soit a, b réels tels que

a(—1,-1,1) + b(2,2,—1) = (0,0,0).

Alors,
—a+2b =0 —a+2b =0
—a+2b =0 & <0 =0
a—b =0 b =0

Ainsi, a = b= 0 et & est bien une famille libre.

Finalement, & est bien une base de F'.

Remarque. On aurait pu montrer la liberté en utilisant la non colinéarité
des deux vecteurs. De plus, on a montré que dim F' = 2, donc que F est
un plan.

Soit A, p des réels tels que

(3,3,—1) = A(=1,—1,1) + (2,2, —1).
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Alors,

“A+2p =3 —A+2pn =3 N =

A+2 =3 < {0 —0 & {

wo =2

A—p =-1 7 =

Ainsi,
(3,3,—1) = (~1,-1,1) + 2(2,2, —1)

et les coordonnées de (3,3, —1) dans la base % sont (1,2). O

III - Questions plus théoriques

Solution de I’exercice 9.
1. Dune_g)art FﬂGCR”

Comme 0,, eFetO € G, alors() e IFnG.
Soit u, v € FNG et A € R.

* Comme u, v € F et F est un espace vectoriel, alors \u + v € F'.
x Comme u, v € G et G est un espace vectoriel, alors Au +v € G.

Ainsi, M\u+v € FNG.

Finalement, F'N G est un sous-espace vectoriel de R™.
— —

2. Comme 0, € F' et 0,, € G, alors

0,40, =0.cF+0G.

Soit u,ve F+Get A€ R.

x Comme u € F+G@G, il existe f| € Fet g1 € G telsque u = f14g¢;.
* Comme v € F+G@G, il existe fo € F et g2 € G tels que v = fao+go.

Comme F est un espace vectoriel, alors Af; + fo € F.
Comme G est un espace vectoriel, alors Ag; + g2 € G.
Finalement,
MAv= A1+ fa) +(A\g1+92) € F+G.
—— N———
eFr eG
Ainsi, F' 4+ G est bien un espace vectoriel.

3. D’une part, D1 = Vect {(1,0)} est un sous-espace vectoriel de R2.
D’autre part, Dy = Vect {(0,1)} est un sous-espace vectoriel de R?.
Ainsi,

Lycée Ozenne

* (1,0) € Dy donc (1,0) € Dy U Do,

% (0,1) € Dy donc (0,1) € Dy U Ds.
Cependant, (1,1) = (1,0) + (0,1) n’appartient ni & Dy, ni & Do. Ainsi,
(1, 1) & Dy U Ds.
Ainsi, Dy U Dy n’est pas un espace vectoriel. ]

Solution de ’exercice 10. L’équation cartésienne de F' est
{x1+...+mn =0

Il s’agit d’une systéme échelonné de rang 1, donc il posséde n — 1 va-
riables libres. Ainsi, dim /' =n — 1 et une base de F’ est

((1,-1,0,...,0),(1,0,—1,0,...,),...,(1,0,...,0,—1)).

IV - Calcul matriciel

Solution de I’exercice 11. On décompose,
A= (a—=0b)I3+bJ.
De plus, on remarque que J? = 3.J, puis on montre par récurrence que

pour tout k > 1, JF = 3k-17J.
Comme I3J = JI3 = J, les matrices (a — b)I3 et J commutent. Ainsi,
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d’aprés la formule du binéme de Newton,

n

=3 () ta=wyr* ot

k=0

- Zn: <Z> (a — by Fpk "

k=0

=(a—b)"I3+ (; ; (Z) (a — b)"*(3b
= (a—b)"Is + é (;} (Z) (a—b)"*(3b
(o= b)"T + (a—b+3b);— (a—b)”J
S A s Qb)n; =0

Solution de I’exercice 12. D’aprés les notations,

B =

o O O

«

0 ~
0
Ainsi,

ay

o O

SO O O oo
o

O OO O oo

Alors, pour tout k£ > 3

BF = BF3 x B? = 0.

Lycée Ozenne
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De plus, I3B = Blz =
Newton, pour tout n > 2,

A" = (B + I3)"

()

“(@)e () (3) o

-1
— I3 +nB+ (n nn =1) po
On obtient ainsi les coefficients de A™ :

1 na nB+ n( )047
A"=10 1 n7
0 O 1

On vérifie que cette formule reste valable pour n =0 et n = 1.
V - Matrices & Espaces vectoriels

Solution de ’exercice 13.

1. Comme AI, = A et [,A = A, alors I, € €(A).

Comme A0,, = 0,, et 0,A = 0,, alors 0,, € € (A).

Comme A x A=A x A, alors A € €(A).

Plus généralement, tout polynéome en A appartient a € (A).

2. On montre que %(A) est un sous-espace vectoriel de ., (R).

* Comme 0,4 = A0, alors 0,, € €(A).

B. Ainsi, d’aprés la formule du binéme de

x Soit A € Ret M, M" € €(A). Montrer que AM + M' € €(A),

ie. AOM + M') = (AM + M')A. En effet,

AAM + M') =
=\MA+MA,
= (AM + M')A.

car M, M' € €(A)

Ainsi, € (A) est un espace vectoriel.

MAM + AM’, par distributivité du produit matriciel
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2¢ méthode. On pose ¢ : M +— AM — M A. D’apreés la distributivité du 12 5 7
produit matriciel, ’application ¢ est une application linéaire. 1. D’aprés la définition du produit matriciel, A2 = [ -1 0 -2
Comme % (A) = Ker ¢, alors ¥ (A) est un espace vectoriel. O 5 2 5
Soit a, b, ¢ des réels tels que aly + bA + cA% = 03. Alors,
Solution de I’exercice 14.
1. Soit (a,b) € R? tel que a+3b+12¢ b+5¢c 2b+Tc 000
’ —b—c a b—2|=[00 0
aly +bA = 0. 2b + 5¢ b+2c a+5c 0 0 O
3b+12¢ =0
Alors, @+ ob Lac
b+ 5¢ =0
a+b =0 2b+Tc =0
10 1 4 00 4a = -b—c
b = &
a<0 1>*_ <—3 2> (0 0) ~3a+2b =0 & {a =0
2a =0 b—2c =0
o _ ) 2b+ 5c =0
Ainsi, a = b= 0 et la famille (I3, A) est libre. bt 2 _0
2¢ méthode. Comme A et I» ne sont pas colinéaires, alors la famille a+ 5¢ -0

(I2, A) est libre.

2. D’aprés la définition du produit matriciel,

s (11 12
A_<_9 _8).

Comme 12 =3 x 4 et —9 = 3 x (—3), on étudie
s o, [(-14 0
A 3A_<0 )

A% =3A — 141,

Ainsi,

3. Comme A% = 3A — 1415, alors Vect {IQ,A, A2} = Vect {I3, A}.
Ainsi, (I, A) est une famille génératrice de F.

D’aprés la question 1., (I, A) est une famille libre.

Ainsi, (I2, A) est une base de F' et dim F' = 2. O

Solution de ’exercice 15.

Lycée Ozenne
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Ainsi, @ = 0 puis la derniére ligne fournit ¢ = 0 puis b = 0. La famille
(I3, A, A?) est donc libre.
Comme (I3, A, A?) est une famille génératrice de F, alors dim F = 3.

2. D’aprés la définition du produit matriciel,

45 19 29
Ad=| -7 -3 -2
23 10 12

Ainsi,
A3—3A2—|—4A—Ig = 03.

3. En utilisant la relation précédente,

A3 —3A2 4+ 4A—-13=0
A3 —3A% +4A =I5
A(A? —3A+413) = Is.

A. Camanes
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Ainsi, A est inversible et A7t = A% — 34 + 415.

4. On raisonne par récurrence.
Initialisation. Pour n = 0, A° = 1I3 + 04 + 042 € .
Hérédité. Soit n €= 3. On suppose que A"~ € F. Alors, il existe a, b, ¢
tels que
A" = g3 + bA + cA?
Ax A"V = A(als + bA 4 cA?)
A" = aA + bA® + cA®
= aA +bA% + (342
= 3¢+ b)A% + (a —
e F.

— 44 + 313)
4)A + 3cls

5. D’aprés la question précédente,
Vect {Ak, ke N} = Vect {I5, A, A} = F.

Ainsi,
dim Vect {Ak, ke N} — dim F = 3.

Solution de I’exercice 16.

1. D’une part, #3(R) C #3(R) et la matrice nulle est une matrice
symétrique.

D’autre part, soit A, B € .73(R) et A € R. Alors, AT =
Ainsi, comme la transposée est une application linéaire,

Aet BT = B.

(M + B)T = AT + BT = A+ B.

La matrice AA 4+ B est donc symétrique.
Finalement, .#3(R) est bien un sous-espace vectoriel de .#5(R).
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2. L’ensemble des matrices symétriques de taille 3 est

a b c
S3(R) = b d e|,a b c d e fER
c e f
1 00 010 0 01 000
= a(O 0 0]+b(1 O O)—i—c(O 0 0 +d(0 1 0)
000 0 00 1 00 000
1 00 010 0 0 1 000
Vect{ 00 0], (1 0 0], (0 0 O) ) (O 1 O) ) (
0 00 0 00 100 000
100 010 0 0 1 000 000
Soit # = 00 O0],{1 00 00 0)],{0 1 0, (O 0 1],
000 000 1 00 000 010
On vérifie tres rapidement que & est une famille libre. De plus, il s aglt
d’une famille generatrlce de #(R), donc Z est une base de .#3(R) et

dim .3 (R) =

3. On vérifie comme pour la question 1. que .7, (R) est un sous-espace
vectoriel de ., (R).

On note (E; j)1<i, j<n la base canonique de .#,(R).

On montre ensuite que

Fn(R)=Vect{E; j+ Ej;, Erp, 1<i<j<n,1<l<n}

Comme cette famille est libre et génératrice de .#,(R), son nombre
d’éléments est égal a la dimension de .7, (R). Or,

{£;1<0<n}=n
{(i,4); 1<i<j<n }_(> ”—1).
Alinsi,
dim 7, (&) =+ 202 = ML),
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Solution de I’exercice 17. La matrice A appartient a .Z5(R) qui est un
espace vectoriel de dimension 3% = 9.

Comme la famille (I3, A4,..., A%) est une famille de 10 vecteurs ap-
partenant & un espace vectoriel de dimension 9, alors cette famille est
liée. O
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