[ T.D. VII - Applications linéaires ]

I - Applications linéaires

Solution de I’exercice 1.
1. Soit v = (z1,y1,21), v = (22,92, 22) des éléments de R3 et A € R.
Alors,
filu+ M) = fi(z + Az, y1 + Ayo, 21 + A22)
= (—(@1 + Az2) + 2(y1 + Ay2), 2(z1 + Az2) — 3(y1 + Ay2) + (21 +
= (=1 4+ 2y1,221 — 3y1 + 21) + AM(—22 + 2y2, 222 — 3y2 + 22)
= fi(u) + Af1(v).
Ainsi, f1 est une application linéaire.

(x,y,2) € Ker fi si et seulement si fi(z,y,z) = (0,0) si et seulement si

—r + 2y :0<:) —r+2y =0

2c —3y+2 =0 y+z =0 Lgc201+Ly
r = -2A

S JAeR; (y =)
z =)

Ainsi, Ker f; = Vect {(—-2,—-1,1)}.
Comme dim Ker f; = 1, d’aprés le théoréme du rang,
Reg(f) =3 — dimKer f = 2.
Comme Im f; C R? et dim(Im f;) = dim R?, alors Im f; = R2. L’appli-
cation fi est surjective.
2¢ Méthode.
Im(f) = Vect {fl(]-?O)O)a fl(oa ]-7 0)7 f1(07 07 1)}

= Vect {(—1,2),(2,-3),(0,1)}

= Vect {(—1,0),(2,0),(0,1)}

= Vect {(1,0),(0,1)} = R?.
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22))

2. Soit u = (x1,y1,21), v = (T2, Y2, 22) des éléments de R3 et A € R.
Alors,

fg(u + /\U) = fg(xl + Azo,y1 + Ayo, 21 + )\22)

= (2(z1 + Az2) + (y1 + Ay2) — (21 + A22), (z1 + Aw2) — (y1 + Ay2) + 3(2
= (2x1+y1 — 21,21 —y1 + 321,401 +y1 — 21) + A (222 + y2 — 22,2 — 4

= fa(u) + Afa(v).

Ainsi, fo est une application linéaire.

(z,y, 2) € Ker fs si et seulement si fa(x,y, z) = (0,0) si et seulement si
2c+y—2z =0 z—y+3z =0 ryerLy
r—y+3z =0 < (2z+y—2z =0 Lyerg
dx+y—z =0 dx+y—z =0

z—y+3z =0 x =0
& 2y —Tz =0 rLoery20y & ¢y =0
o5y — 132 =0 rgerg-ar, z =0

Ainsi, Ker fo = Vect {Ogs }. L’application fs est donc injective.
Comme dim Ker fo = 3, d’aprés le théoréme du rang,
Rg(f) =3 — dimKer f = 3.

Comme Im fo C R? et dim(Im f2) = dim R3, alors Im fo = R3. L’appli-
cation fy est donc surjective.

Ainsi, fo est une application linéaire bijective soit un automorphisme
de R3.

2¢ Méthode.

Im(f) = Vect {f2(1,0,0), f2(0,1,0), f2(0,0,1)}
= Vect {(2,1,4), (1,-1,1),(-1,3,-1)}
= Vect {(0,—2,6), (1,-1,1),(0,2,0)}
= Vect {(0,0,6), (1,—1,1),(0,1,0)}
= Vect {(0,0,1),(1,0,0), (0,1,0)} = R3.
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3. Soit u = (x1,y1,21), v = (T2, Y2, 22) des éléments de R3 et A € R.
Alors,

f3(u + )\’U) = fg(xl + Axa,y1 + Ayo, 21 + )\ZQ)

= ((y1 + Ay2) + (21 + Az2), (x1 + Az2) + (y1 + Ay2) + (21 + Az2), 1 + Ax2)

= (y1+ 21,21 + Y1 + 21, 21) + AM(y2 + 22, 2 + Y2 + 22, T2)
= f3(u) + Afs(v).
Ainsi, f3 est une application linéaire.

(x,y,z) € Ker f3 si et seulement si f3(z,y,2) = (0,0) si et seulement si

y+z =0 y =
r+y+z =0 & FIAeER; ¢z =-\.
z :0 xr :0

Ainsi, Ker f3 = Vect {(0,1,—1)}.

Im(f) = Vect {f?)(lvo?o)a f3(0’ 1’0)7 f3(0707 1)}

= Vect {(0,1,1),(1,1,0), (1,1,0)} = Vect {(0,1,1),(1,1,0)}.

4. On remarque que si u = (1,0,1), alors
fa(2u) = f4(2,0,2) = 2(2,2) = 4(1,1)

et

2fa(u) = 2£4(1,0,1) = 2 x 1(1,1) = 2(1,1)

Ainsi, f4(2u) # 2f4(u) et la fonction fy n’est pas linéaire.

5. Soit u = (x1,y1,21), v = (T2, Y2, 22) des éléments de R et A € R.

Alors,

f5(u + )\’U) = f5(.’L‘1 + Axa,y1 + Ayo, 21 + )\2’2)
= 2((z1 + Aw2) + (y1 + Ay2) + (21 + Az2), (1 + Ax2) — (Y1 + Ay2))
=2(z1+y1+ 21,71 — Y1) + A2(z2 + Y2 + 22, T2 — Y2)
= f5(u) + Afs(v).
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Ainsi, f5 est une application linéaire.

(z,y, 2) € Ker f5 si et seulement si f5(x,y, z) = (0,0) si et seulement si

2@+y+2) =0 o r+y+z =0
2(x —y) =0 r—y =0
=A
o IAeR: Ly =2

= -2\

8

N

Ainsi, Ker f5 = Vect {(1,1,—-2)}.
Comme dim Ker f; = 1, d’aprés le théoréme du rang,
Rg(f) =3 — dimKer f = 2.

Comme Im f5 C R? et dim(Im f5) = dim R?, alors Im f5 = R2. L’appli-
cation f5 est surjective.

2¢ Méthode.
Im(f) = Vect {f5(170’ 0)7 f5(07 1? 0)’ f5(07 07 1)}
= Vect {(2,2),(2,-2),(2,0)}
= Vect {(0,2), (0,—2),(1,0)}
= Vect {(1,0),(0,1)} = R%

Solution de I’exercice 2. Raisonnons par double implication.
(=) Supposons que g o f = 0. Montrons que Im(f) C Ker(g).
Soit y € Im(f). Il existe x € R™ tel que y = f(x). Ainsi,

9(y) = g(f(x)) = (go f)(z) =0

et y € Ker(g).
Donc, Im(f) C Ker(g).

(<) Supposons que Im(f) C Ker(g). Montrons que go f = 0.
Soit € R™. Alors, f(z) € Im(f), donc f(z) € Ker(g) et

(9o f)(z) =g(f(x)) =0.
Ainsi, go f = 0.
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O

Solution de I’exercice 3. Comme f est une application linéaire, alors
Im(f) est un sous-espace vectoriel de R. Ainsi, dim Im(f) < 1.

Comme [ n’est pas lapplication nulle, alors Im(f) # {0}, donc
dim Im(f) > 1.

Finalement, dimIm(f) =1 et Im(f) C R, donc Im(f) = R.

Ainsi, f est une application surjective.

2¢ méthode. Comme f n’est pas l'application linéaire nulle, il existe
zo € R™ tel que yo = f(xg) # 0.
Soit y € R. Alors, comme yg est non nul,

Yy
Y= —Y
Yo

=Y f (o)

Yo
€R

=f Emo , car f est linéaire.

Yo
€Rn

Ainsi, y posséde un antécédent par f et la fonction f est surjective. [

Solution de ’exercice 4.

1. D’aprés la définition, la famille (e;, f(e;)) est lice. Ainsi, il existe

(i, Bi) # (0,0) tel que
aie; + Bif(e;) = @

— .
Supp%sons par I'absurde que ; = 0. Alors, a; # 0 et aze; = 03, soit
e; = 03. Ceci est impossible car e; est un vecteur de la base canonique.
Ainsi, 8; #0 et f(e;) = —%ei.

2. Comme (e; + €j, f(e; +€;)) est lite et e; + €5 # 0—3>, en effectuant le
méme raisonnement qu’a la question précédente, il existe a; ; € R tel
que

flei+ej) = aij(ei + ).
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3. Comme la fonction f est linéaire, en utilisant les questions précé-
dentes,

flei+e5) = f(ei) + f(ej)
ai,j(ei + €j) = a;e; + aje;

%
(aij — ai)e; + (ai; — aj)ej = 0s.

Pour i # j, comme (e;, ;) est une famille libre alors

aiyj — Q; =0
ajj—a; =0
soit a; = a;; = a; et a; = a;. Notons

a=a =ay=as.

Soit (z,y, z) € R3. Comme f est linéaire,

f(z,y,2) = f(we1 +yea + ze3)  =xf(er) +yfle2) +2f(es)

= zae1 + yaes + zaes

= a(xze; + yes + ze3)

= a(z,y,2).
Ainsi, f = ald. O
Solution de I’exercice 5.
1. Soit = € Keru*. Alors,

ub(z) = 0_7;
«(10) = )

Donc u € Ker u*+1.

2. D’aprés la question précédente, di < di4q. Ainsi, la suite (dy) est
croissante.
De plus, comme Keru* c R”, alors dj, < n.
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Ainsi, la suite (dy) est croissante et majorée par n.
D’apreés le théoréme de la limite monotone, la suite (dy) converge.

3. D’apres la définition de p,

dp—1  F#dyp
e =dy ¥k p

Comme Ker uP™1 C Keru? et d,_1 # d,, alors
Ker uP~1 # Ker u?.
Soit k > p. Comme Keru? C Keru® et dj, = dy, alors

Ker u* = Kerp.

II - Applications linéaires & Matrices

Solution de I’exercice 6.

1. Comme
f(1,0) = (1,3) =1-(1,0)+3-(0,1),
f(0,1)=(1,-5)=1-(1,0) = 5-(0,1),
alors
Matz(f) = (;) _15) :
2. Comme
f(0,1)=(1,-5)=-5-(0,1) +1-(1,0),
f(1,0)=(1,3)=3-(0,1) +1-(1,0),
alors

Matg(f) = <_15 ?) :
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3. D’une part,

f(la 2) = (47 _1)
f(3,4) = (10,-1).

D’autre part, la matrice de passage de la base & a la base canonique
vaut L
p_ 13y _1/-4 3
S \2 4/ 2\ 2 -1)°
.y 4\ [(—19/2 10\  [—43/2
Ainsi, P <1> = < 9/2 > et P <1> = ( 21/2 ) Donc

£(1,2) = —%172) + 3(3,4)
£(3,4) = —%1, 2) + %(3,4).

Ainsi,

Y ]

2¢ Méthode. D’une part, si (z,y) = «(1,2) + 5(3,4), alors

3 = 38 = =_92 3
a—+ 38 T N a—+ 38 T o « x1—|—2y
2a + 483 -20 =y—2x B =x—3y

Ainsi,

F(1,2) = (4, 1) = <—8 _ ;’) (1,2) + <4 4 ;) (3,4)

19 9
=—2(1,2) 4+ =

£(3,4) = (10, 1) = <—2o - 2) (1,2) + (10 + ;) (3,4)

43 21
=—2(1,2) 4+ =(3,4
2(7)+2(7)7

(3,4)

et on retrouve le résultat précédent.
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4. Comme Finalement,
f£(1,0,0) = (1,3,0) = (1,0,0) + 3(0,1,0) + 0(1,1, 1), _% _57 _8745
£(0,1,0) = (1,0,1) = 0- (1,0,0) — (0,1,0) + (1,1,1), Matz,a, (f) = % 2 %
F(1,1,1) = (2,2,1) = (1,0,0) + (0,1,0) + (1,1,1), 2 45
alors O
1 0 1
Maty(f) = [3 -1 1 Solution de I’exercice 8. D’aprés la matrice de f dans la base £,
L fle1) = 3e2 +es,
f(eQ) =€ + 5627
Solution de ’exercice 7. En utilisant les définitions, f(e3) = 2e1 + 4ea + 3es.
f(1,2,1) = (7,4,5), En réordonnant ces expressions,
2,3,3) = (13,9,15),
I )= ) f(es) = 3es + deg + 2e;,
f(3,7,1) = (21,16,5).
f(eg) = bes + €1,
D’autre part, si (z,y,2) = a(3,1,4) + 5(5,3,2) + (1, —1,7), alors fler) = es + 3es.
x =3a+58+7y a+ 36— =y Ainsi,
y =a+38—v & (3a+58+y == 3 01
z =4da+2B+ Ty da+2B8+Ty ==z Matg, (f) =4 5 3
210
a+38—v =y a+38—7 =y -

& —46 + 4y =x—3y & {—-46+6y =x—3y
—108+ 11y =2z—4y —2~
a = %m — %y — 2z
< B :—%x+%y+z
vy o= —%z + %y + 2
Ainsi,
11 11 3
f(1,2,1) = —1(3, 1,4) + 1(5,3,2) + 5(1, -1,7)
59 35
f(27373) = _?(37 174) + ?(57372) + 14(17 _17 7)
85 61 17
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Solution de ’exercice 9.

1. D’aprés les propriétés des matrices,

3 2 1
Rg(u) =Rg(A)=Rg| -4 -3 -1
-4 -2 =2
3 2 1
=Rg|-1 -1 0
2 2 0
3 2 1
= Rg -1 -1 0 =2
0 0 0

A. Camanes



T.D. VII - Applications linéaires

2. (z,y,2) € Keru si et seulement si

x 0
Aly]l =10
z 0
3z+2y+2 =0

3z 42y + 2 =0
—4x—-3y—2z2 =0 (—x—y =0 rLyeclotr,y
—4xr—2y—2z =0 2x + 2y =0 rgergt2r,
Sr+2+z =0 ro=2
{x YT2 T g deR; {y =
—r—y -
z ==X
Ainsi,
Ker f = Vect {(1,—-1,-1)}.
De plus,
Im(u) = Vect {(3, -4, -4),(2,-3,-2),(1,-1,-2)}
= Vect {(0,—1,2),(0,-1,2),(1,—-1,-2)}
= Vect {(0,—1,2),(1,—-1,—-2)}.
Posons
e1 = (1,-1,-1),
g9 = (0, —1,2),

e = (1,—1,-2).

Montrons que (e1,€2,€3) est une base de R?. Comme il s’agit d'une
famille de vecteurs il suffit de montrer qu’elle est libre. Soit (o, 8,7) €
R3 tel que

agl + Beg + ves = Ops
au(er) + Pu(ez) + yu(es) = Ops
B(0,1,-2) +~(-1,1,2) = (0,0,0)

Ainsi, 8 = v = 0. On en déduit que o = 0 et que la famille est libre.
Ainsi, % est une base de R3.

Lycée Ozenne

3. D’aprés la définition de (e1,e9,¢3),

1 0 1
P=pr/=[-1 -1 -1
-1 2 -2

4. D’apres les définitions précédentes,

u(e1) = (0,0,0)
u(ee) = (0,1, —2) = —e9
u(€3) = (_17 132) = —¢€3

Ainsi,

0
Matgz(u) =10 —1 0
0 0 -1

5. D’aprés les formules de changement de base,

Maty (u) = P Mat(u)Pg
A=PBP !

6. Comme B est une matrice diagonale, alors pour tout n entier naturel,

0 0 0
B =0 (-1 o0
0 0 (-1

7. En utilisant la méthode de Gauss-Jordan,

/4 2 1
pg:(ag) =|-1 -1 o0
—3 -2 -1
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Ainsi,

A" = (PBP )" = PB"P!

1 0 1\ /0 0 0 4 2 1
=|-1 -1 =1| |0 (=1)" -1 -1
-1 2 -2/ \o o (-1)") \-3 —2 -1
1 0 1\ /000 /4 2 1
=(-1)"-1 -1 =1|{0o 1 0)[=1 =1 o0
-1 2 =2/ \0 0 1) \-3 —2 -1
-3 -2 -1
=" 4 3 1
4 2 2

IIT - Rangs de matrices

Solution de ’exercice 10.

1. Les colonnes de la matrice ne sont pas colinéaires et la matrice est
non nulle. Le rang vaut 2.

2. Toutes les lignes sont proportionnelles a la premiére qui est non nulle.
Le rang vaut 1.

3. Toutes les lignes sont proportionnelles a la premiére qui est non nulle.
Le rang vaut 1.

4. Les deux premiers vecteurs colonnes sont non colinéaires, le troisiéme
est la somme des deux premiers. Le rang vaut 2.

5. Les deux vecteurs colonnes ne sont pas colinéaires. Le rang vaut 2.

6. Toutes les colonnes sont égales a la premiére qui est non nulle. Le
rang vaut 1. O

Solution de ’exercice 11.
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1. En effectuant des opérations élémentaires :

3 2 1
Lo<+L L
RgA;=Rg|[-1 -1 0 L32<—L32++2L11
2 2 0
3 2 1
=Rg|-1 -1 0 L3+ L3+2Lo
0 0 0
=2
2. En effectuant des opérations élémentaires :
1 2 1
RgAs=Rg |0 2 4 Ly+Lg—L;
0 -1 1
1 21
=Rg|0 2 4 Lg«2L3+Lo
0 0 6
=3.
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3. En effectuant des opérations élémentaires :

1 -1 2 3
Lo+Lg—2L;
Reds=Rg|) o o q| Heiit
0 5 0 —2
1 2 -1 3
0 -5 3 -4
=Relg 7 6 13| o
0 0 5 =2
1 2 -1 3
0 -5 3 —4
:Rg 0 0 9 _37 L3<+5L3—TLo
0 O ) -2
1 2 -1 3
0o -5 3 -4
= Rg 0 0 9 _37 L4+9Ly—5L3
0 0 0 167
=4.

IV - Questions plus théoriques

Solution de I’exercice 12.

1. Soit N, M € #3(R) et A € R. Alors, d’aprés la distributivité du
produit matriciel par rapport a ’addition,

©(AM + N) = (AM + N)A
= AMA+NA
= \p(M) + ¢(N).

Ainsi, ¢ est un endomorphisme de .Z5(R).
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2. Rappelons que

Eqq

Es 4

Es, =

_— oo O, O OO+

SO O OO o O oo

O OO OO oo O oo

, Evo

, Eoo

) E3,2 =

O OO OO oo O oo

_ o0 O, O OO

O OO O oo O oo

O OO OO o O oo

SO O OO o O oo

_ oo O, O OO
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Ainsi,

o(E11) =FE11A=

©(E12) =E12A=

W(E13) =E13A=

©(Ea1) = Ey1 A=

©(Ea2) = Ey0A =

©(Ea3) = Ey3A =

o(E31) = FE31A=

©(E32) = E32A =

@(E33) = E33A =

Lycée Ozenne

1 2 3
0 0 0)=FE11+2E12+3F13
000
-1 1 2
0 0 0| =—-FE11+FE12+2E13
0 0 O
01 3
0 0 0)=FEi2+3E13
000
000
1 2 3| =Ey1+2E2+3Es3
00 0
0 0 O
1 1 2| =—Fyy + Eos+2Fss
0 0 0
000
0 1 3| ==Ey2+3E3
0 0 0
00 0
0 0 0| =FE31+2FE39+3E33
1 2 3
0 00
0 0 O =—E31+E32+2F33
-1 1 2
000
0 0 0f=~FE32+3FE33
01 3

70

Ainsi, en notant & = (E1 1, B2, F13, E21, E22, Ea 3, E31, E39, E33),

1 =100 0 00 0 0
2 1. 10 0 00 0 0
32 30 0 00 0 0
00 01 —-100 0 0
Matg(p)=]0 0 02 1 10 0 0
00 03 2 30 0 0
00 00 0 01 —10
00 00 0 02 1 1
00 00 0 03 2 3

O]

Solution de ’exercice 13. 7, est ’ensemble des matrices qui commutent
avec toutes les matrices de ., (R). Cet ensemble est appelé le centre de
Mp(R). La lettre Z provient de l'initiale de Zentrum qui signifie centre
en allemand.

1. Soit A, B € Z,, et A € R. Montrons que AA + B € Z,.
Soit M € 4, (R). Alors,

(M + B)M = MAM + BM
=AMA+ MB, car A, Be Z,
= M(AA + B).
Ainsi, AMA + B commute avec toute matrice de .#,(R) et A\A+ B € Z,.

2.a) On peut ici dessiner les matrices produits. . .
* La matrice Fj; ;A est constituée de 0 sauf sur la ¢ ligne qui est

constituée des éléments a; 1, ajo2,...,a;n.
* La matrice AF;; est constituée de 0 sauf sur la j° colonne qui
est constituée des éléments a1 ;,a2;,...,an;-

Comme AFE; ; = E; ;A, en identifiant les éléments, on obtient
* les coefficients situés a la i° ligne et j° colonne sont égaux, soit
ajj = i,
* les autres coefficients sont nuls, soit a;, =0si k # j et ap; =0
si k # 1.
b) En uilisant la question précédente pour tous les couples (i, j) et
en notant A la valeur commune & tous les a; ;, alors A = \I.
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3. Nous avons montré a la question précédente que, si A commute avec
toutes les matrices de ., (R), alors il existe A € R tel que A = AI.
Réciproquement, si A = A, pour tout M € 4,(R), A(N\) = \M[A =
AA.

Finalement, Z,, = {\I, A € R} = Vect {[}. O

Solution de ’exercice 14. Raisonnons par Analyse / Synthése.
Analyse. Soit M € ., (R). Supposons qu’il existe S symétrique et
A antisymétrique telles que M = S + A. Alors,

M=5+A
M = ST 4+ A"
—9—A

Ainsi, en additionnant puis soustrayant ces égalités, on obtient
1 T 1 T
S:§(M—|-M )etA:§(M—M ).

Synthese. Soit M € .4, (R). Posons

S=;M+MﬁaA:(M—M%.
D’une part,
1 D
Aﬂ:<%M+mﬂO Z?M?Hmzs
1 S|
AT = (2(M — MT)> = 5(MT —-M)=-A

Ainsi, S est symétrique et A est antisymétrique.
D’autre part,

5+A=;M+Mﬁ+;M—Mﬁ:M.

Solution de I’exercice 15.
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1. Comme f? # 0, 'application f? n’est pas I'application nulle et il
existe zg € R3 tel que f(z0) # 0.

2. Soit a, b, c € R tels que
axo + bf (xo) + cf*(xg) = 0.
En composant par f2,

af?(zo) + bf*(wo) + cf*(w0) = f3(0)
an(xg) =0,car f2=f'=0

Comme f2(z¢) # 0, alors a = 0.
Ainsi, en reprenant ’équation, on obtient

bf (o) + cf*(wo) = 0.
En composant par f,
bf?(x0) + cf* (o) = f(0)
bf?(z9) =0, car f2=0

Comme f2(z¢) = 0, alors b = 0.
Ainsi, en reprenant ’équation, on obtient

cf*(xo) =0.

Comme f?(xq) = 0, alors ¢ = 0.
Finalement, a = b = ¢ = 0 et la famille (z¢, f(z0), f?(70)) est libre.

3. Comme
f(@o) = f(zo)
f(f(xz0)) = f*(x0)
F(f2(x0)) = f3(w0) = 0,
alors
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4. Soit g telle que go f = f o g. Notons

a b c
Matgz(g) = |d e f
v h 1
Alors,
fog=gof
Mat(f)Matz(g) = Matz(g)Matz(f)
0 0 0 b ¢ 0
a b cl=1e f O
d e f h i+ O
Ainsi,
(p —
C =
b :C:f:O
a =e
b =f & “=e
d h
d =h ,
e i
e i
(S =0
soit
a 0 O
Matgz(g)=[d a O
v d a

5. Notons N = Matg(f). On remarque que
0 00 0 00
N=(10 0] eN*={00 0
010 1 00

Si g commute avec f, d’aprés la question précédente, il existe a, d, v € R
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tels que
1 00 0 00 0 00
Matgz(g) =a |0 1 O|+d[1 O O)+~v|0 O O
00 1 010 1 00

= al3 + dN + yN?
g =ald+df +~f>
Réciproquement, si g = af? +bf +cld, alors go f = af? +bf? +cf =
fog. O
Solution de I’exercice 16.

1. D’aprés la définition du produit matriciel,

AX =0

n

Y. a1,5T;

j=1

~ 0
Y. a2,;T; 0
j=2 =
n o 0
D AnjT;

i=2

En utilisant la ¢ ligne de ce produit matriciel, puis en sortant le ¢° terme
de la somme,

n
E amxj =0
=1
Z ik Tk + aiiz; =0

k#i
Qi = — Z Qi T
ki
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2. En utilisant 'inégalité triangulaire,
| @i ioTiol <Y laiy kil
k£io

|@ig o - |io| < Z ‘aimk’ @i, |
k+£io

|@ig 0| < Z ‘ai(),k’?

kig
car x;, # 0.
3. D’apreés ’hypothése,
|Gigsiol > Y laionl-
k#io
On obtient ainsi une contradiction et X = 0.

Finalement, Ker A = {0}. Ainsi, 'endomorphisme canoniquement asso-
cié & A est injectif donc bijectif. La matrice A est donc inversible. [
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