[ T.D. VIII - Intégration ]

I - Calculs d’intégrales

Solution de I’exercice 1.

1. La fonction est continue sur R* et sur Rj_. En utilisant la linéarité
de l'intégrale,

/mf(t)dt—/xtdt+/x5dt—/w4dt—m2+5 v
! - 22 Ty '

2. La fonction est continue sur | — oo, —v/2[ et sur | — v/2, +oo[. On
reconnait une expression de la forme u/(x)u(z)~3, ot u(z) = x> + 2.
Ainsi,

/w fa(t) dt = _% x(—2) x 3t2(t2 +2) 3 dt = —%(x?’ +8)2 +C.

3. La fonction est continue sur {fi L] . On reconnait une expression

272
de la forme o' (z)u(z)"/?, ot u(x) = 1 — 222. Ainsi,

/I f3(t) dt = —é/w (;) (—4t)V/1 - 22 dt = (-2 +C.

6

4. La fonction est continue sur R. On reconnait une expression de la
forme ' (z)u(z)?, ot u(z) = 1 + e*. Ainsi,

/xf“(t)dt_i/m4et(1+ef)3dt—(126"””)4+C_

5. La fonction est continue sur R. On reconnait une expression de la

Z((j)), ou u(x) = e* +e . Ainsi,

forme
/ fs(t)dt =In (e" +e7%) + C.

Lycée Ozenne

74

La fonction f5 est appelée tangente hyperbolique.

6. La fonction est continue sur |0, +oo[. On reconnait une expression
de la forme u/(z)u(z), ot u(z) = In(z). Ainsi,

x n(x 2
fﬁ(x):;/ Q%In(t) ar = (2)) e}

7. La fonction est continue sur |0, +oo[. On reconnait une expression

de la forme v/ (z)u(x)?", ott u(x) = In(x). Ainsi,

(In(z))*
28

1

Folz) = — / ’ 28%11127(75) dt — e}

Solution de I’exercice 2.

1. La fonction est continue sur R. En effectuant le changement de va-
riables ¢ : u +— In(u), alors

/Ifl(t)dt:/xetildt z

L N
- eln(u)+1 E u

e 1 e”
-/ du= [ o=y
u(u+ 1) v u+1

=In(e”) —In(1+e*) =2 —In(l+e") 4+ C.

2¢ méthode. On remarque que

X
1
/ at
et +1

2. La fonction est continue sur ]0, +oo[. En effectuant le changement
de variable ¢ : u + u?, alors

/x Fo(t) dt = ﬁ1_;/;72(2u) du = /ﬁ2(1 ) du
=—(1-va)’+C.
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2¢ méthode. En utilisant la linéarité de l'intégrale,

/me(t)dtZ/m\}Edt—/wldt:2\/§—x+0.

3. La fonction est continue sur ]O,e*1/2[ et ]6*1/2, —I—OO[. En utilisant
le changement de variable ¢ : u +— e“, alors

x 4 In(z) 1 “ g
/ fa(t) dt _/ 2e%In(e) + e ¢

@) In|21n(z) + 1
/ P 2 +C

4. La fonction est continue sur R. Pour > 0, en utilisant le changement
de variable ¢ : u — /u — 2, alors

v " Wu—2)° 1
/f4(t)dt_/ Vu—22 12273

/x(u_2)3/2 1

= + du
u 2v/u — 2

:1/ u_2du:1</ 1du—2/ 1du)
2 u 2 U
x — 2In(x)

Solution de ’exercice 3.

1. La fonction est continue sur R. Les fonctions u(z) = x et v'(x) = &*
sont dérivables et de dérivées continues sur R. De plus, u/(z) = 1 et
v(x) = e®. Ainsi, d’apreés la formule d’intégration par parties,

/tet dt:[tet]x—/ 1xe dt =ze® —e® +C.

2. La fonction est continue sur R. Les fonctions u(x) = 22 et v/(z) = e®

sont dérivables et de dérivées continues sur R. De plus, u/(z) = 2z et
v(z) = e”. Ainsi, d’aprés la formule d’intégration par parties,

/$t2et dt = [t*e']” —/$2tet dt.
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Les fonctions u(z) = z et v(x) = e® sont dérivables et de dérivées
continues sur R. De plus, v/(z) = 1 et v(xz) = e*. Ainsi, d’aprés la

formule d’intégration par parties,

/tht dt_[tzet}“—2([tet]w—/ 1xe dt)

= 22e® —2ze% +26% +C.

3. La fonction est continue sur ]0,+oo[. Les fonctions u'(z) = 2 et
v(xz) = In(x) sont dérivables et de dérivées continues sur |0, +oo[. De
plus, u(x) = 363—3 et v'(x) = % Ainsi, d’aprés la formule d’intégration par
parties,

x t3 z It3 1
2In(t)dt = | —1In(t)| — — x = dt
[ Ema= S| - [15x

= — C.
3 9 +
O
Solution de I’exercice 4.
1. Soit a, b réels tels que
x _a N b
(z+1)(x4+2) z+1 x+2
x a(r +2)+b(zx+1)

(z+D(x+2) (z+1)(z+2)
x = (a+b)x + 2a +b.
En particulier,

* lorsque x = 0, alors 0 = 2a + b;
* lorsque x = 1, alors 1 = 3a + 2b.

2a +b :0@ a =-1
3a+2b =1 3a+2b =1

Ainsi,

Li+2L1—Ly
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Alors,a=—1letb=2et

T 2 1

z+1)@z+2) z+2 z+1

2. D’aprés la question précédente,

1 €T 1 2 L
/dx:/ dx_/ dz
= 2[In |z + 2|]§ — [In |z + 1]}

=2(In(3) —In(2)) — (In(2) — In(1))
=2In(3) — 31In(2).

Solution de I’exercice 5.

1. Les fonctions u(xz) = (1 — 2)? et v/(xz) = zP sont dérivables et de

dérivées continues sur [0, 1]. De plus, u/(z) = —q(1 — 2)9! et v(z) =
9;:7:11 . Ainsi, d’aprés la formule d’intégration par parties,

1
I,q= /0 2P(1 —z)?dx

p+171 1
= [(1 —x)d :1: ] q / (1—x2)? taPt de
p+1 o Db+ 1 Jo
= P 1Ip+1,q—1'

2. En utilisant la relation précédente,

-1 -2 1
7,1 x 4 X - X

I,,= —7
p,q p_|_1 p+2 p+3 p+qp+Q7O
1
= ¢'p! / 2Pt dy
(r+9)! Jo
q'p!
g+ 1)
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II - Inégalités

Solution de I’exercice 6. Comme la fonction ¢ — 1+¢-+t2 est une somme
de fonctions croissantes sur [0, 1], alors elle est croissante. Ainsi, pour
te[0,1],

Solution de ’exercice 7.

1. Comme la fonction In est croissante sur [k, k + 1], alors

E<t<k+1

In(k) <In(t) <In(k+1)
k+1 k+1 k+1
/ In(k) dt / In(t) dt < / In(k+1)dt
k k k

k+1
In(k) < / In(¢) dt < In(k + 1).
k

<
<

N

Ainsi,
* en utilisant le membre de gauche,

In(k) < /:H In(t) dt.

* en utilisant le membre de droite a remplagant k par k — 1, alors

/k In(t) dt < In(k).
k—1
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Finalement, on obtient bien

<

k+1
/ In(¢) dt.
k

2. En sommant la relation de gauche obtenue & la question précédente

et en utilisant la relation de Chasles,
<In (H k>
k=2

n k
/ ( / ) Zln / In(t) dt
k=2 \Jk—1

n

/ In(t) dt < In(n!).

1
En sommant la relation de droite obtenue a la question précédente et
en utilisant la relation de Chasles,

- k+1
Zln < Z (/ In(t) dt>
k=1 \’k

m((n — 1)!) < /n In(#) dt
In(n!) < /n In(t) dt.
1

/ " () dt < (k)
k—1

3. Comme une primitive de In est ¢t — ¢ In(t) —¢, en utilisant la question

précédente,
nln(n) —n—(1In(1) — 1) <In(n!) < (nln(n) —n) — (11n(1l) — 1) + In(n
— ! —
_ n-—1 <ln(n.) <1+ln() n—l—l
nln(n) = nln(n) nln(n)
Comme lim ;1?1&1) =0et lim hl(:fni_(z;rl = 0, d’aprés le théoréme
n——+00 n——+0o0o
d’encadrement,
I nl
nﬂu}rqoo nln(n) B
ihal n!
Ainsi, An(n) "o 1. O

Solution de I’exercice 8.
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1. Posons ¢ : ¢t —t — 1 —In(t).
La fonction ¢ est deux fois dérivable sur |o2, 1] et

t—1
PH)=1-7=""—

Ainsi, ¢’ est croissante. Comme ¢'(1) = 0, alors ¢’ est négative et ¢ est
décroissante. Ainsi, pour t €]z, 1],

p(1) < o(t)
0<t— l—ln()
In(t) <t-—

()

Posons ¢ : t — . La fonction v est deux fois dérivable et

1 —1In(t)
(t—1)?
1 1
(t—1)?
D’apres linégalité de convexité établie grace a la fonction ¢ du point

precedent Ini A < 0. Ainsi, 9’ est négative et 1) est décroissante.
Comme 2% < t on obtlent ainsi l'inégalité :

W(t) =

In(z?
22—-17 t—

(t-1) <

) 21n(x)

2.1

In(t), cart<1.

X

2. D’aprés la question précédente, comme z2 < z,

w/z(t—l)dtg/xlrf(i)g/r(t—l)dt

21n(z) [(t—l)Qr < —f(2) < [(t—l)Qr

22— 1 2 | A 2 e
2In(x) (z —1)? — (22 — 1)? (—1)2—(22-1)

7
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lorsque x — 1,
(2= 1) = (a2 = 1)

li =0.
a5 2 0
Par ailleurs,
In(z)  In(x) " 1
22—-1 x-1" z+1
Ainsi, d’aprés la définition de la dérivée, lim ln(_xl) Xi=1x3
z—1 T

Ainsi, d’aprés le théoréme d’encadrement,

lim f(z) =0

z—1
et la fonction f est prolongeable par continuité en 1.

3. En notant F' une primitive de t — ﬁ, alors pour tout z €]0, 1],

f(2) = F(a®) - F(x)

Etude de la régularité en 0. Comme la fonction In est croissante et
2 <t<e <1,

x(x—1)
21In(z)
En utilisant le théoréme d’encadrement, liIr(l) f(z) = 0 et la fonction f
T
est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0.
En utilisant ’encadrement précédent,

po1_ @)= f0) _z-1
21In(z) S x S In(x)’
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D’aprés le théoréme d’encadrement, lirr(l) @ = 0. La fonction f est
T—r
donc dérivable en 0 et f'(0) = 0. O
Solution de I’exercice 9.

1. En utilisant la croissance des fonctions puissances puis du logarithme,

0<z«l1
0" 1™
1<1+2"<1+1
In(1) < In(1 4+ 2") < In(2)
1 1 1
/deé/ ln(l—l—a:")dxﬁ/ In(2) dz, car 0<1
0 0 0
0< I, < [In(2)z];
0<I,<In(2) x1—-1In(2) x0
0< 1, <In(2).

rx "l <1 x :U”_l, car 2"t >0

0<
1<1+2" <1+t
0<

In(1+2") < In(1+ 2™
1 1 1
/ 0dx / In(1+2z") dz < / In(1+ 2" ') de, car0<1
0 0 0

0< In < Infl-

N

Ainsi, la suite (I,,) est décroissante.

3. La suite (I,,) est décroissante et minorée par 0. D’aprés le théoréme
de la limite monotone, la suite (I,,) converge.

4. Posons ¢ : x — = —In(1 + ). La fonction ¢ est dérivable et pour

tout « > 0,
1 T

T 14z 1+4a
Ainsi, ¢’ > 0, la fonction ¢ est croissante sur Ry. De plus, ¢(0) = 0.
Ainsi,

¢'(x)=1

Vao>0,Inl+z) <z
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5. D’aprés la question précédente, pour tout n € N et x € [0, 1],

0<In(l+2") <"

1 1
0</ ln(l—l—a:")dxé/ 2" dz
0 0
1

0< I, < .
"Sn+1

Comme lim =5 =0, d’apres le théoréme d’encadrement,
n—-+o0o

lim I, =0.
n—-+00
O
Solution de I’exercice 10.
1. a) D’aprés les définitions,
1 1
x 1 In(2)
Ji = dz = |-In(1 +2%)| = :
! /0 T+a2 ™" [2 a( +m)]o 2
b) Comme 1+ 22 > 1, en utilisant la croissance de 'intégrale,
xn
0< <a”
1422 7
1 " 1
0< / 5 do < / z" dz
1
0< 1 < .
LS +1
¢) Comme lim —— = 0, d’aprés le théoréme d’encadrement,
n—+oo N1
lim J, =0.
n——+0oo
2.a) On pose u(z) = In(1 + 2?) et v'(z) = 2", soit u'(v) = 1_2&2 et

v(x) = % Comme les fonctions u et v sont dérivables et de dérivées
continues sur [0, 1], d’aprés la formule d’intégration par parties,

1 1 9. ontl
R
0 o 1+=z n+1

n+1
I, = V In(1+ xZ)}

n+1
~ In(2) 2 7
T4l n1omtE
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lim 22

b) Comme
) n—+oo N+l

0 et, d’aprés la question précédente,

liril ‘7]1":12 = 0, d’aprés le théoréme d’addition des limites,
n—-+0oo
lim I, =0.
n—+o0o

¢) D’aprés la question 2.a),

n
I, = In(2) — 2——Jp42.
ndp n—i—ln() n 1 nt2
L n : _
Comme ngg-loo g = Let ngrfw Jnt2 = 0, alors

ngrfm nl, = In(2).

II1 - Intégrales généralisées

Solution de I’exercice 11.
1. La fonction t — et
d’étude.

+x Etude en +o0o. D’aprés le théoréme des croissances comparées,

lim t2e " =0. Ainsi, il existe un réel A > 0 tel que pour tout
t——4o00

2
t>A0<e™ < 5.

teo g oo o
Comme / o) dt converge, alors / e ¥ dt converge.
1 1

est continue sur R. On découpe l'intervalle

’. . _42 .
* Etude en —oco. Comme thm t?e~" = 0, un raisonnement ana-
——00
-1
logue montre que /

e dt converge.
—00

t

« Etude sur [—1,1]. Comme ¢ — e~ est continue sur [—1, 1], alors

1
42
/ e~ " dt converge.
—1

+oo

Finalement, / et dt converge.

—00

2. La fonction ¢ — v/te™" est continue sur R,

A. Camanes



T.D. VIII - Intégration D2
D’apres le théoréme des croissances comparées, tligfn 2 x Vte™t = 0. utilisant une intégration par parties,
—+o00
Ainsi, il existe un réel A > 0 tel que pour tout t > A, 0 < Vte t < t% 1 g2 1n2(5) 22 1 1 42 £2 ln2(s) 2 In(e)
+oo | +00 / rln?(z)de = ———~~ — [ln(x)] +/ ——dzx =-

Comme / o) dt converge, alors / Vte™t dt converge. e 2 2 e e T2 2 2

e 1 _ & In?(¢) N e21n(e) N 1 &
Ainsi, Vite ™t dt converge. 2 2 4 4°

0
Ainsi
3. La fonction ¢ — ll_r;—tﬂ est continue sur [1,4o00]. s
o a1 th A - oretas e T 2t o A 1 1
D’aprés le théoréme des croissances comparées, hmOO "1 = 0. Ainsi, / 212 (z) do = m%x ln2($) do — 7
il existe un réel A > 0 tel que pour tout ¢t > A, 0 < th < t% 0 =
T q T Int ' 2 ~

Comme / -5 dt converge, alors / L 1 dt converge. 2. La fonction ¢ — In"(t) est continue sur ]0,1].

I lt 1 1+t D’aprés le théoréme des croissances comparées, }ir% VtIn? (t) = 0. Ainsi,

t —
Ainsi, / % dt converge. il existe A > 0 tel que
o 14t
1
4. La fonction ¢ — 1+t4 est continue sur |0, 1]. Vi< A 0<In(t)? < 7
1 1
Int

Comme 11154 ~ In(t) et que /0 In(t) dt converge, alors /0 14 dt

converge.

Solution de I’exercice 12.

1. La fonction z +— zIn%(x) est continue sur ]0, 1].

Comme hII(l) 2?In(z) = 0, la fonction est prolongeable par continuité en
z—

1
0. Ainsi, / x1n%(x) dz converge.
0

Soit £ > 0. On pose u(z) = In*(z) et v/(z) = z. Alors, v/(z) = 2 In(z) et
v(z) = %2 Les fonctions u et v sont dérivables et de dérivées continues

sur [e,1]. En utilisant une intégration par parties,

1

/€1x1n2(x) dz = [f“; ln2(x)L - /: iln(x)”’j dz

2] 2 1
:—EH(E)—/ zIn(z) dz.
2 &€

On pose u(z) = In(z) et v'(z) = z. Alors, u/(z) = L et v(z) Les

-z
— 2
fonctions u et v sont dérivables et de dérivées continues sur [e, 1

] E

Lycée Ozenne 80

1
Comme / — dt converge, alors / In?(t) dt converge.
0

Soit € > 0. On pose u/(t) = 1 et v(t) = In?(t). Alors, u(t) =t et v/'(t) =
21n(t). Les fonctions u et v sont dérivables et de dérivées continues sur
[e,1]. D’apreés la formule d’intégration par parties,

/lan(t) dt = [tn®(1)]. - /lt x %In(t) dt
= —eln®(e) — 2[tIn(t) — t]!
= —¢ ]nQ(E) +2— 2(8111(5) — 6).

Finalement,
1 1
/ In?(t) dt = lim [ In?(t)dt = 2.
0 e—0 €

3. La fonction x — m est continue sur R.
On remarque que

a b B
x+1 z+2

a(x+2)+b(x+1)
(x+1)(z+2)

(a+bx+2a+b
(x+1)(x+2)
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Ainsi, pour que a +b =0 et 2a + b =1, il faut choisira =1 et b = —1.
Soit M > 0.

/OMW“:/OM@LM@) &

= [In(z + D]y’ — [In(z + 2)I"
=In(M +1)—0—1In(M+2) +1n(2)
M+1

M+2

=1In(2) +1n

M+1

s = L alors

Comme lim
M —+o00

+oo 1 M 1
e i —— dz = In(2).
/0 (x+1)(z+2) o M—1>r£oo o (z+1)(x+2) 7 =1n(2)

IV - Intégrales classiques

Solution de I’exercice 13.
1. Soit M > 0. D’aprés la définition,

M
/ et dt = [—e_t]é\/l =1—-eM,
0

Ainsi,

“+oo
IQ = / e_t dt = 1.
0

2.a) Comme lim t"t2et = 0, il existe un réel a tel que pour tout
t——+00
t > a,
1
0<t"e o

+o0 +oo
b) Comme / 2 converge, alors / t" et dt converge.
1 1
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De plus, t +— t" e~ ! est continue sur [0, 1]. Ainsi,
+oo
/ t" et dt converge.
0

3. Soit M > 0. Soit u(t) = t"*! et v/(t) = e~t. Alors u/(t) = (n + 1)t"
et v(t) = —e ' Les fonctions u et v sont dérivables et de dérivées
continues. D’aprés la formule d’intégration par parties,

M v M
I = /0 tmtle™ dt = [—t”‘H e_t]o +/0 (n+1)t"e " dt
M
= -—M"Me 4 (n+ 1)/ t"e "t dt.
0
Ainsi, d’aprés le théoréme des croissances comparées,

+o0 +o00
Iny1 = / t"tle™t dt = (n+ 1)/ et dt = (n+ 1)1,,.
0 0

4. Comme Iy =1 et I,11 = (n+ 1), on montre par récurrence que
vVneN,I,=nl
]

Solution de ’exercice 14.

1.a) D’apres la définition des puissances, pour ¢t > 0, t*~1 = e(z—1)In()

b) Comme lime™* =1, alors t* " Le ™t ~g t*1.
t—0
1
¢) Comme z > 0, alors x —1 > —1. Ainsi, / t*~ 1 dt converge. Donc,
0

1
d’aprés la question précédente, / t*"Le™t dt converge.
0

m tx—l e—t/2 —

d) D’aprés le théoréme des croissances comparées, li
t——+o0

0. Ainsi, il existe un réel a tel que

Viza, t* let e 2,
+00 +o0
e) Comme / e t? dt converge, alors / t*~Le™t dt converge.
a a
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f) La fonction t +— t*"le™" est continue sur ]0,4oc[. D’aprés les

1 +oo

questions précédentes, / t*Le™t dt et / t*“Le™ dt convergent.
0 1

Donc,

+oo
Vx>0, / t*Le~t dt converge.
0

2. Soit 0 < & < M. On pose u(t) = t% et v'(t) = e t, soit u/(t) = xt*~!
et v(t) = —e~t. Comme les fonctions u et v sont dérivables et de dérivées
continues sur [, M], d’apreés la formule d’intégration par parties,

M M M
/ tre”t dt = [t e ] +x/ et dt
£ £
M
=M%e™M %" —i—x/ t" et dt.
&

Comme z > 0, alors lime®e™¢ = 0.
e—0

Par croissances comparées, lim M%e M =0.
M—4o00

D’aprés la question 2. les intégrales convergent. Ainsi, en faisant tendre
€ vers 0 puis M vers +o0,

+o00 —+o0
/ tTe t dt = a;/ Lot qt
0 0

(z+1) =a(x).

3. On remarque que I'(0) = 1. On montre ainsi par récurrence sur n
que I'(n + 1) = nl. O
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