C T.D. VIII - Intégration j

I - Calculs d’intégrales

Solution de I’exercice 1.

1. La fonction est continue sur R* et sur Rj_. En utilisant la linéarité
de l'intégrale,

4
/f1 dt—/tdt+/ 5dt—/ - dt = 7+5$+ +C.

2. La fonction est continue sur | — oo, —v/2[ et sur | — v/2, +oo[. On
reconnait une expression de la forme u/(x)u(z)~3, ot u(z) = x> + 2.
Ainsi,

/m Folt) dt = _% "(22) x 32(8 + 2)~3 dt = —%(x?’ +2)2yC

11
V2’ V2
de la forme o' (z)u(z)"/?, ot u(x) = 1 — 222. Ainsi,

[ na=—5 [1(3) cavi-zea—-

3. La fonction est continue sur [f ] . On reconnait une expression

(1 —222)3/2

C.
6 +

4. La fonction est continue sur R. On reconnait une expression de la
forme ' (z)u(z)?, ot u(z) = 1 + e*. Ainsi,

/x Ja(t) dt =

5. La fonction est continue sur R. On reconnait une expression de la

Z((j)), ot u(z) =e*+e ¥ > 0. Ainsi,

1 x 1 z\4
4/ 4et(1+et)3dt—(+4€)+0.

/w fs(t)dt =In (e"+e7*) + C.
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La fonction f5 est appelée tangente hyperbolique.

6. La fonction est définie et continue sur | — \3/5, \3'/5[ On reconnait une
expression de la forme o' (z)u(z)~"/? o! u(x) = 5 + x3. Ainsi,

/fg(t)dt:;/ 3t2(5 + %) V2 dt = \/5+x3+(]

7. La fonction est continue sur |0, +oo[. On reconnait une expression
de la forme v/(z)u(x), ot u(x) = In(x). Ainsi,

/xf7(t) dt—;/zgiln(t) g @2

2
8. La fonction est continue sur |0, +oo[. On reconnait une expression
de la forme u/(z)u(z)?", ott u(x) = In(x). Ainsi,

T n(x 28
/ fg(t)dt:% &

“ogt In?7(t) dt = (
t 28
Solution de I’exercice 2.

+C.

1. La fonction est continue sur R. En effectuant le changement de va-
riables ¢ : u +— In(u), alors
T r 9 e” 1 1
° 1 T 1
- / L qu= / L at
u(u+1) u  u-+1

=In(e”) —In(1+e*) =z —In(l +€") 4+ C.

2¢ méthode. On remarque que

x 1 x —t
/ dt = / C _at=
et +1 14+et

=—In(e™™) —In(e" +1) + C.

—In(l+e*)+C

A. Camanes



T.D. VIII - Intégration

2. La fonction est continue sur |0, +oo[. En effectuant le changement
de variable ¢ : u — u?, alors

x VT 1 _ U
/ fa(t) dt = 1;/72

= (2u) du = /\/52(1 —u) du
=—(1-vz)*+C.

2¢ méthode. En utilisant la linéarité de I'intégrale,

/xf2(t)dt=/x\}Edt—/xldt:Q\/E—x—i—C.

3. La fonction est continue sur ]O,efl/Q[ et ]6*1/2, —|—oo[. En utilisant
le changement de variable ¢ : u +— €%, alors

x 4 In(z) 1 . g
/ fa(t) dt _/ 2e%In(e%) + e ¢

In@) g In|21n(z) + 1
/ ut1 " 2 +C

4. La fonction est continue sur R. Pour « > 0, en utilisant le changement
de variable ¢ : u — u — 2, alors

z 242 (u—2)3/2 1
t)dt = d
/ f4() / \/a X2 /771—2 u
_ L Pu—2

2
1 x<+2 9
()
:é(x2+2)3/2—2\/x2—|—2+0
+

2
IRCEEIPRR.

Solution de I’exercice 3.
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u(x) ==
1. La fonction est continue sur R. Posons (z) et
u'(z) =1
v(z) =e”
(@) . Les fonctions u et v sont de classe €' sur R. D’aprés
v(iz) =e*

la formule d’intégration par parties,

X x
/tet dt—[tet]z—/ 1xe dt =xe® —e® 4+C.

2
u(x x
2 La fonction est continue sur R. Posons /( ) et
u(x) =2z
v(z) =e”
(z) . Les fonctions u et v sont de classe €1 sur R. D’aprés
v(z) =e*

la formule d’intégration par parties,
x x
/ t?el dt = [2e']” —/ 2te’ dt.

i / — T
Posons uz) ==z et vi(z) ¢ . Les fonctions u et v sont de
u(x) =1 v(z) =e€°

classe € sur R. D’aprés la formule d’intégration par parties,

/tht dt:[t2et}”‘"—2<[tet]’”—/ 1xef dt)

=22 —2ze* +2e% +C.

3. La fonction est continue sur |0, +o00[. Les fonctions {

v(z) =lIn(z)
V() =1
D’aprés la formule d’intégration par parties,

In(t)dt = |—1In(t)| — — x —dt
[ Ema= S| - 15

_ [i ln(t)r - [tg]
Pin(r) o

= -~ 1
3 9 "

. Les fonctions u et v sont de classe € sur ]0, +ool.
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O
Solution de I’exercice 4.
1. Soient a, b réels tels que
x _a . b
(x+1)(z+2) 2z+1 x+2
_a(z+2)+b(x+1)
(x+1)(x+2) (x 4+ 1)(x + 2)
r = (a+b)x+ 2a+0b.
En particulier,
% lorsque x = 0, alors 0 = 2a + b;
* lorsque x = 1, alors 1 = 3a + 2b.
Ainsi,
2a+b =0 a =—1 rje209-1,
~
3a+2b =1 3a+2b =1
Alors,a=—1et b=2 et
T 2 1
(x+1)(z+2) z+2 z+1
2. D’aprés la question précédente,
1 1 1
2 1
/ S A— 1 :/ dx —/ dx
= 2(In |z + 2] — [In |z + 1|
=2(In(3) —In(2)) — (In(2) — In(1))
= 21In(3) — 3In(2).
O

Solution de ’exercice 5.
1. Comme p et ¢ sont des entiers positifs, la fonction = — xP(1 — x)?
est continue sur [0, 1].
u(r) =(1-—x)1 V() =aP
Posons ,( ) ( ) 1 et (z) L1 - Comme ¢ est non
d(@) =—q(l -2t o) =2
nul, les fonctions u et v sont de classe ¢! sur [0,1]. D’aprés la formule
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d’intégration par parties,
1
I,q = / 2P(1 —x)?dx
0

p+171 1
0 0

= mlpﬂ,q—l'

2. En utilisant la relation précédente,

q qg—1 q—2 1
Iyq = X Ko X Ipiq0
p+1 p+2 p+3 p+q
1

__a'p! /prrqu

(r+a)!Jo

q'p!

T (prg+ 1)

II - Inégalités

Solution de I’exercice 6. Comme la fonction ¢ + 1+¢+t2 est une somme
de fonctions croissantes sur [0, 1], alors elle est croissante. Ainsi, pour
tout t € [0,1],

Solution de I’exercice 7.
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T.D. VIII - Intégration D2

1. Comme la fonction In est croissante sur [k, k + 1], alors en utilisant la relation de Chasles,

k<t<k+1 n—1 n—1 k+1
In(k) < In(¢) dt
In(k) < In(t) < In(k + 1) ; n(k) <) </k n(t) )

k=1

k+1 k+1 k+1 n
/ In(k) dt < / In(t) dt < / In(k + 1) d¢ In((n —1)!) < / In(¢) dt
k k k 1
k+1 n
In(k) < / In(t) dt < In(k +1). In(n!) < In(n) +/ In(¢) dt.
k 1
Ainsi, 3. Comme une primitive de In est t — ¢1In(¢) — ¢, en utilisant la question
* en utilisant le membre de gauche, précédente,
k+1
In(k) < / In() d. nln(n) —n — (1In(1) = 1) < In(n!) < (nln(n) —n) — (11n(1) — 1) 4+ In(n)
k 1 n—1 <ln(n!) < In(n) —n+1
x en utilisant le membre de droite en remplagant k par k — 1, nln(n) = nln(n) nln(n)
k Comme lim gﬁal) =0et lim %7_(2;1 = 0, d’aprés le théoréme
/ In(t) dt < In(k). , n—+00 n—+oo
h1 d’encadrement,
. In(n!)
Finalement, on obtient bien i nln(n) =1
/ In(t) df < In(k) < / In(t) dt. s, Smugey ~+oo 1 et In(nl) ~poo nln(n). -
k-1 k Solution de I’exercice 8.
2. En sommant la relation de gauche obtenue & la question précédente 1. Comme la fonction In est croissante et 2% <t <z <1,
et en utilisant la relation de Chasles, 9
r"<t<x
n k n 1 < 1 < 1
Z (/ In(t) dt) < Zln(k) In(z) = In(t) = In(z?)
k=2 k-1 k=2 2 2 2
n n /x dz g Toodt < Todx
/ In(t) dt < In (H k> . In(z2) S, @) "), In(x)
1 k=2 z(x —1 z(x —1
. S (R
/ In(t) dt < In(n!). 2In(z) n(z)
1

En utilisant le théoréme d’encadrement, liH?(l) f(x) = 0 et la fonction f
Tr—r

e
E t la relation de droite obt a1 ti écédente et o
n sommant la relation de droite obtenue & la question précédente e est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0.

2. Posons p:t+—t—1—1In(t).
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T.D. VIII - Intégration D2
La fonction ¢ est deux fois dérivable sur |22, 1[ et 3. D’aprés la question précédente, comme 22 < z,
L _t-1 1 1 a? —1 1
"t)y=1--= , < <
) t ot t—l\l(t)\21n(x)xt—1
1
1 _ x x 2 1 x 1
(1) = 5. s [ [
2t—1 22 In(t) " 2In(x) J2t—1
Ainsi, ¢’ est croissante. Comme ¢'(1) = 0, alors ¢ est négative et ¢ est N 22 -1 N
décroissante. Ainsi, pour t €]z?, 1], [Inft =1z < —f(z) < 21n(z) [Inft —1|];
2
-1
P(1) < p(t) In(1 —z) —In(1 —2?) < —f(z) < ;’517() [In(1 — 2) — In(1 — 2%)]
0<t— 1—ln() (”1)( )
x—1)(z
(t) <t-— —111(1+CC) < _f(fL') < _T(.T)ln(1+x)
(x —1)(x+1)
Posons ¢ : t — ( ) . La fonction 1) est deux fois dérivable et 21n(z) In(1 +2) < f(z) < Inz +1).
V() = 1- % — In(#) _ 1 - % + ln% __® (%) Comme hm1 x( 1) =1, d’aprés le théoréme des gendarmes,
(t—1)? (t—1)2 (t—1)*
lim f(z) = In(2).
< 0. Ainsi, ¢ est négative et 1) z—1

D’aprés le point précédent, In % +1-— %
est décroissante. Comme 22 < t, on obtient ainsi l'inégalité :

In(z?) _ In(t)

21In(z)
2 -1

(t-1) <

In(t), cart<1.

Remarque. Rappelons que la fonction In est concave. L’inégalité
In(t) <t —1 traduit le fait que la courbe représentative de In se situe
en-dessous de sa tangente en 1. L’inégalité 1;12(:13 )(t — 1) < In(¢) traduit
le fait que la courbe représentative de In se situe au-dessous de sa corde
prise entre le point d’abscisse z? et celui d’abscisse 1.
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Ainsi, f est prolongeable par continuité en 1 en posant f(1) = In(2).

4. La fonction ¢ — ﬁ est continue sur ]0,1[. Notons F' une primitive

de t — ﬁ, alors pour tout z €]0, 1],

Solution de ’exercice 9.
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T.D. VIII - Intégration

1. En utilisant la croissance des fonctions puissances puis du logarithme,

0<x<1
0" <1”
1<1+a"<1+1
In(1) < In(1+2™) < In(2)
1
/deé/lnl—l—x g/ In(2) dz, car 0 <1
0 0
0<1I,<In(2

2. En reprenant la stratégie précédente,

0<r<1

0<zxz" ' <1xa" ! cara” >0
1<1+a2" <142

0<In(1+42") <In(1+ 2"

N

1 1 1
/ 0dx / In(1+2z")dz < / In(1+ 2" Y de, car0<1
0 0 0
0< In < In—l-
Ainsi, la suite (I,,) est décroissante.
3. La suite () est décroissante et minorée par 0. D’apreés le théoréme
de la limite monotone, la suite (I,,) converge.

4. Posons ¢ : ¢ — x — In(1 + z). La fonction ¢ est dérivable et pour

tout « > 0,
1 T
/ = 1 — = .
(@) 142 1+=x
Ainsi, ¢’ > 0 et la fonction ¢ est croissante sur Ry. De plus, ¢(0) = 0.

Ainsi,
Va>0In(l42) <z
5. D’apreés la question précédente, pour tout n € N et = € [0, 1],
0<In(l+2")<a"

1 1
og/ ln(1+m”)dx</ " da
0 0

1
0< I, < .
"Sn41
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Comme lim 1 =0, d’aprés le théoréme d’encadrement,
n—-+o0o

lim I, =0.

n——+o00

Solution de ’exercice 10.

1.a) D’aprés les définitions,

1 1
x 1 In(2)
g /0 112 W [2 n H”)]O 2

b) Comme 1 + 22

> 1, en utilisant la croissance de l'intégrale,

l.n

1+ 22

1 "

1
deg/ " dz
0 1+1’ 0
1
n+1

0< <z"

~X

0<Jn <

¢) Comme lim = 0, d’aprés le théoréme d’encadrement,

n—+oo N1
lim J, =0.

n—-+o0o

u(r) =In(1+ 2?) ot {v’(m) ="

2.a) On pose . Les fonctions
2 n+1
u'(z) = e v(z) =T

u et v sont de classe ¢! sur [0,1]. D’aprés la formule d’intégration par
parties,

anrl 1 1 ¢ anrl
I, = In(1+z?)| — d
" [n—l—ln( +m)]0 /0 1+a2 1
~ In(2) 2

Tl ngilm

b) Comme lim 22\ — 0 et, d’aprés la question précédente,
n

Stoo Ml

lirf ‘Zirf =0, d’aprés le théoréme d’addition des limites,
n—-+0oo
lim I, =0.
n—-+00
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T.D. VIII - Intégration

¢) D’aprés la question 2.a),

n
I, = In(2) — 2——Jp42.
ndp n—i—ln() n 1 nt2
Comme nEToo T =1let nll}l}_loo Jn+2 = 0, alors
nll&loo nl, = In(2).

II1 - Intégrales généralisées

Solution de I’exercice 11.

. 2

1. La fonction ¢ + et
d’étude.

+ Etude en +oo. D’aprés le théoréme des croissances comparées,

lim t2e " = 0. Ainsi, il existe un réel A > 0 tel que pour
t——+00

toutt}A,Oée_t2 < t%

est continue sur R. On découpe l'intervalle

tool oo
Comme / 2 dt converge, alors / et dt converge.
1 1

vd . _42 .
+ Etude en —oco. Comme thm t2e~" = 0, un raisonnement ana-
——00
-1
logue montre que / o) dt converge.
—0oQ

t

« Etude sur [—1,1]. Comme ¢ — ¢~ est continue sur [—1, 1], alors

1
)
/ e ¥ dt converge.
-1

Finalement, /

— 00

+o0 5
e ¥ dt converge.

2. La fonction ¢ — /et est continue sur R.
D’apres le théoréme des croissances comparées, . liin t2 x Vte t = 0.
—+00

Ainsi, il existe un réel A > 0 tel que pour tout ¢t > A4, 0 < Vte ! < t%

+o0 +oo

Comme / 2 dt converge, alors Vite ! dt converge.
1

1

“+oo
Ainsi, Vite™t dt converge.
0

Lycée Ozenne

Int
1+t

D’aprés le théoréme des croissances comparées, lim 2 11n;54 = 0. Ainsi,
t—+oo 1T

Int 1
T S 2

3. La fonction ¢ — est continue sur [1, +oo].

il existe un réel A > 0 tel que pour tout ¢t > A, 0 <

oo T Int
Comme / 2 dt converge, alors / ;1 dt converge.
1 1

1+t

oo Int
Ainsi, / g converge.
o L1+t

4. La fonction t —

11_2;/4 est continue sur |0, 1] et a valeurs négatives.

1 1
Comme 25 ~ In(t) et/ In(¢)dt converge, alors/
0 0

T8 ;1 dt converge.

14+t
O

Solution de ’exercice 12.

1. La fonction  ~— zIn?(x) est continue sur ]0, 1].

Comme liH(l] 2?In(z) = 0, la fonction est prolongeable par continuité
T—

1
en 0. Ainsi, / x1n?(z) dz converge.
0

. Les fonctions

12 , B
Soit € > 0. On pose {u(‘r) =In (1') ot {’U (JL‘) =x

u(x) = %ln(x) v(z) =%
u et v sont de classe €' sur [g, 1]. D’aprés la formule d’intégration par
parties,
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de classe €' sur [, 1]. D’aprés la formule d’intégration par parties,

1 212 2 1 17 2
/ z1n?(z) dz = _gn(e) [x ln(x)] —I—/ “xZ de
c e T 2

2 2 .
2ln%(e)  e*lne) 1 (!
_— ~ [ zd

5 + 9 —1—2/5 rvdw
2In%(e)  e*ln(e) 1 &2
-T2 T2 titaw

D’aprés le théoréeme des croissances comparées, lin(lJ eln(e) = 0. Ainsi,
E—

1
/ x1n?(z) dz converge et
0

! 1
/ zln?(z)dz = .
0 4

2. La fonction ¢ + In*(t) est continue sur ]0, 1].
D’aprés le théoréme des croissances comparées, }iII(l) VtIn?(t) = 0. Ainsi,
—

il existe A > 0 tel que

Vi< A 0<In(t)? < —.

Vit
1 1
Comme / — dt converge, alors / ln2(t) dt converge.
0o Vit 0

u'(t) =1 t {U(t) - ®) . Les fonctions u
u(t) =t J(t) = Fn()
].

et v sont de classe ¢! sur [¢,1]. D’aprés la formule d’intégration par

Soit € > 0. On pose {

parties,

/11112(15) dt = [tIn?(t)]. - /lt x %ln(t) dt
= —cln®(e) — 2[tIn(t) — t]!
= —cln?(e) + 2 — 2(cln(e) —e).
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D’aprés le théoréme des croissances comparées, hH(lJ eln?(e) = 0. Ainsi,
E—

1
/ In?(t) dt converge et
0

1
/ In?(t) dt = 2.
0

3. La fonction x — m est continue sur R .
On remarque que
a b

Cax+2)+bx+1) (a+bxr+2a+b
r+1 z4+2 N

(z+1)(x+2) (r+1)(x+2)

Ainsi, pour que a +b =0 et 2a +b =1, il faut choisira =1et b = —1.
Soit M > 0.

/()Mmdﬁ/oM(xil‘xiz) &

= [In(z + D]y’ - [In(z + 2]’
=In(M +1)—0—1In(M + 2) + In(2)
=In(2) +1In (%1;) .

Comme lim 1
M—

+o0
M+l _ 1 4] S S | t
oo M+2 ; alors /0 @+ D@+2) T converge e

o0 1
/0 CEEED) dz = 1n(2).

IV - Intégrales classiques

Solution de ’exercice 13.
1. Soit M > 0. D’aprés la définition,

M
/ et dt = [—e_t]é\/l —1-—e M,
0
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+00
Ainsi, Iy = / et dt=1.
0

2.a) Comme lim t"t2et = 0, il existe un réel a tel que pour tout
t—+00
t > a,

1
O<t"et<t—2.

+oo —+o00

b) Comme / o) converge, alors / t"e t dt converge.
1 1

De plus, t +— t" et est continue sur [0, 1]. Ainsi,

+o0
/ t" et dt converge.
0

t — tn+1 / t — —t
3. Soit M > 0. On pose u(t) et v(t) ¢ )
u'(t) = (n+1)t" v(t) =—et

fonctions u et v sont de classe € sur [0, M]. D’aprés la formule d’inté-
gration par parties,

M M M
In—l—l = /O thrl eft dt = [_thrl eft]o +/0 (n + 1)tn eft dt

M
= —M"e ™ 1 (n+ 1)/ t"e ! dt.
0
Ainsi,  d’aprés le  théoréme  des  croissances
lim M"e ™™ =0et
M—+o0

comparées

+oo +o0
Inir = / t"He ™ dt = (n+ 1)/ t"e t dt = (n+1)I,.
0 0

4. Comme Iy =1 et I,41 = (n + 1)I,, on montre par récurrence que

VneN,I, =nl.

Solution de I’exercice 14.

1.a) D’aprés la définition des puissances, pour t > 0, 21 = e(z=1)n(®)
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b) Comme lir% et =1, alors t* et ~g t* 1.
t—

1
¢) Comme z > 0, alors z — 1 > —1. Ainsi, / = de converge et
0
t*~le~t est a valeurs positives. Donc, d’aprés la question précédente,

1
/ t*Le™t dt converge.
0

d) D’aprés le théoréme des croissances comparées,
lim #*~1e %2 = 0. Ainsi, il existe un réel a tel que
t——+00

Viza, 0<t* et <et/2,

+00 +o0

e) Comme / e~ '/? dt converge, alors / t*te~t dt converge.
a a

f) La fonction t +— t*“le™! est continue sur ]0,4oo[. D’aprés les

1 +o0

questions précédentes, / t*~Le™t dt et / t*“Le™t dt convergent.
0 1

Donc,

+oo
Vx>0, / t*Le~t dt converge.
0

t)y =t* 'ty =et
2. Soit 0 < € < M. On pose u(t) et v(t) ¢ .
u'(t) =zt v(t) =-—et

Les fonctions u et v sont de classe € sur [¢, M]. D’aprés la formule
d’intégration par parties,

M M M
/ tre”t dt = [—t"e "] +x/ et dt
3 £
M
= MM %" —Hz:/ t* et dt.
€

Comme z > 0, alors lim e®”e™¢ = 0.
e—0

Par croissances comparées, lim M%e M = 0.
M—+o00

D’aprés la question 2. les intégrales convergent. Ainsi, en faisant tendre &
vers 0 puis M vers +o0,

+o0o +o0
/ tT et dt = :c/ t*~ Lot 4t
0 0

Iz +1) = 2T (z).
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3. On remarque que I'(1) = 1. On montre ainsi par récurrence sur n
que I'(n+ 1) = nl. O
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