( T.D. X - Réduction )

I - Diagonalisation

Solution de ’exercice 1.
1. La matrice A; est diagonale, donc diagonalisable.
2. La matrice est Ay est symétrique réelle donc diagonalisable.

3. La matrice Az est triangulaire supérieure. Ses valeurs propres se
lisent sur sa diagonale et sont donc 1, 2 et 3. Comme Ag est de taille 3
et posséde 3 valeurs propres distinctes, alors A est diagonalisable.

4. La matrice A4 est triangulaire supérieure. Ses valeurs propres se
lisent sur sa diagonale, donc A4 posséde comme seule valeur propre 2.
Ainsi, si A4 était diagonalisable, il existerait une matrice P inversible
telle que Ay = P(2I3)P~! = 2I3. Or, A # 2I3. Ainsi, A4 n’est pas
diagonalisable. O

Solution de I’exercice 2.
. 1-A 3 ) . . .
1. La matrice A — A\, = 9 9_y) est pas inversible si et

seulement si

(1-XN)2-X)—-2x3=0
SN -30-4=0
s A-4)AN+1)=0
& Ae {-1,4}.

2. La matrice A est de taille 2 et posséde deux valeurs propres distinctes,
donc A est diagonalisable.

3. Soit X = (5) un vecteur propre de A associé a la valeur propre 4.
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Alors,

AX =4X
N z + 3y
2z + 2y

-3 3
@{ T+ 3y

Alors,

20 — 2y

= 4x
=0
=0

& (z,y) € Vect {(1,1)}.

Ainsi, E4(A) = Vect { G) }

Soit X = (;j) un vecteur propre de A associé a la valeur propre —1.

AX =-X

Ainsi, E_1(A) = Vect { (

1

4. En posant P = <1

changement de base,

Solution de ’exercice 3.

r+3y =-x
2042y =-—y
20 +3y =0
20 +3y =0

& (x,y) € Vect {(—3,2)}.

2}

_01>, d’aprés les formules de
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2—-X -1

1. La matrice A — A\l = < . O

> n’est pas inversible si et seule-

ment si

(2=MN(=N)—(-1)x1=0
S XN -2 +1=0
s A-1)2=0
S A=1.

2. D’aprés la question précédente, 'unique valeur propre de A est 1.
Supposons par I’absurde que A soit diagonalisable. Alors, il existe une
matrice inversible P telle que

B 1 0\,
amr(l9)r
= PLP ' =1,

Or, A # I, donc on obtient une contradiction et A n’est pas diagona-
lisable. u

Solution de I’exercice 4. Soit A diagonalisable dont l'unique valeur
propre est Ag. Alors, il existe une matrice inversible P telle que

A =P\l P! = NI,

Ainsi, I’ensemble des matrices diagonalisables qui ont pour seule valeur
propre Ao ne contient qu’'un seul élément et vaut {\gI, }. O

Solution de ’exercice 5.

1. On remarque que

4
AX) = |8 ]| =4X.
8

Comme X7 est non nul et AX; = 4X7, alors X est vecteur propre de A
associé a la valeur propre 4.

De méme,
—4
AXo=| -2 | = -2Xs.
4
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Comme X5 est non nul et AXy = —2X5, alors Xs est vecteur propre
de A associé a la valeur propre —2.
Enfin,
-2
AXs3=| 2 | = X;.
-1

Comme X3 est non nul et AX3 = X3, alors X3 est vecteur propre de A
associé a la valeur propre 1.

1 2 =2 4 0 O
2. Enposant P=[2 1 2 Jet D=0 -2 0], dapres les
2 =2 -1 0 0 1

formules de changement de base,

A=PDP L

Solution de I’exercice 6.
1. La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable.

2. Soit A e R.

-2 1
Rg(A — )\Ig) = Rg 1 —-A 1
1 =X
1 =X 1
=Rg|-X 1 0 Li¢ Lo
0 1 =X
1 —A 1
=Rg|0 1- A2\ Lot Lo+ALp
0 1 A
1 —A 1
=Rg |0 1 —A Lg+rLo
0 1—-X A
1 =X 1
=Rg|0 1 A Lz<>L3—(1—A%)Lgy
0 0 A -2\
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T.D. X - Réduction D2
Ainsi, De maniére analogue,
Rg(A — \I3) <3 1
e %2y =0 E_ ;5(A) = Vect —1@
S AN =V2)A+v2) =0
1 1 1
Les valeurs propres de A sont donc —v/2, 0 et v/2. . B
Remarque. Comme A est de taille 3 et posséde 3 valeurs propres dis- Finalement, en  posant P o 0 V2 -v2 et
. . . . -1 1 1
tinctes, on retrouve le fait que A soit diagonalisable. 0 0 0
x D=0 v2 0 |, alors d’aprés les formules de changement
Soit X = [y | € Ep(A) = Ker(A). Alors, 0 0 —2
z de base,
A=PDP .
Y =0
O
AX=0< <z+2z =0
) = . . . .
II - Réduction & Application
Ainsi,
1 . , .
Eo(A) = Vect 0 Solution de ’exercice 7.
-1 1. Soit A € R. En utilisant des opérations élémentaires,
. 33— -1 1
. _ ] Rg(A — A\I3) = Rg 1 2—A 0
Soit X = Z € E ;5(A). Alors, 0 11—
1 2—A 0
Y = \/ix = Rg 3—A -1 1 Lo+ Ly
AX =0 & Sz+2z =2y 0 1 1-—A
y -2z 1 2—A 0
=Rg|0 —-1-(2—-X)3-=-2AX 1 Lo« Lo—(3—\)L
r—V2y+z =0 r—V2y+z =0 0 ( 1)( ) 1—\ i 1
& -2+ Y =0 & §—y+ V22 =0 LocLy+vaL, -
1 2—A 0
y— V22 =0 y— V22 =0 —Rg |0 1 L= M| ryor,
—)\2 _
Ainsi, 0 =X +5A-7 1
1 1 2-A 0
Eﬁ(A) = Vect \/§ =Rg |0 1 1—-A Ly Lg—(—A2457A—7)Lo.
1 0 0 =X +6A\—121+38
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Ainsi, Rg(A — AI3) < 3 si et seulement si

AN +6X2—122+8=0
~(A=22%=0
A= 2.

Ainsi, I'unique valeur propre de A est 2.

Supposons par 'absurde que A soit diagonalisable. Alors, il existe une
matrice P inversible telle que A = P(2I3)P~! = 2I3. On obtient ainsi
une contradiction et A n’est pas inversible.

x
2. Soit X = |y | € Eo(A). Alors,
z
AX =2X
3r —y+z =2
< Sx+ 2y =2y
Y+ z =2z
r—y+z =0
& Sz =0
y—=z =
z _
=
{y—z =0
0
Ainsi, Fy(A) = Vect 1
1

3.a) D’apreés la question précédente, on cherche e tel que e; € Ea(f).
On pose donc e; = (0,1, 1).

b) D’aprés la définition de f,

fle2) = e1 + 2e2
(Ba—b—1,a+2bb—1)=(0,1,1) + 2(a,b, —1).
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Ainsi,
3a—b—1 =2a a—b =
a+ 2b =14+2b & Sa =1
b—1 =-1 b =0

On pose ainsi e; = (1,0, —1).
¢) D’aprés la définition de f,

f(e3) = e9 + 2e3
Bc—d+2,c+2d,d+2) = (1,0,—1) +2(c,d, 2).

Ainsi,
3c—d+2 =1+2c c—d =-1
c+2d =2d & Qc =
d+2 =—-1+4 d =1

On pose ainsi eg = (0,1, 2).

d) Montrons que (e, eg, e3) est libre. Soient A, u, v des réels tels que

)\81 + peg +vesz = (07070)

w =0
S A+
A—p+2v =0
7 =0
< {A+r =0
A4+2v =0

soit A=pu=v=0.

Ainsi, %A est une famille libre composée de 3 vecteurs de R, espace
vectoriel de dimension 3, donc % est une base de R3.

De plus, d’apres les questions précédentes, Matz(f) = T.

4. D’apreés les questions précédentes,

0 1 0
T=11 0 1
1 -1 2
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Calculons 'inverse de T' en utilisant ’algorithme de Gauss-Jordan :

0 0 1 0 0

0 1 0 1 0
1 -1 2 0 0 1
1 0 1 0 1 0 L1+Lo
0 1 0 1 0 0 LoeLy
1 -1 2 0 0 1
1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 0
0 -1 1 0 -1 1 Lg+Ls—Lq
1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 0
0 0 1 1 -1 1 Ly Ls+Lo
1 0 0 -1 2 -1 Li+Lqi—Lsg
0 1 0 0
0 0 1 1 -1

-1 2 -1
Ainsi, P71 ={ 1 0
1 -1 1
010
5. Posons B= |0 0 1]. Alors, T'=2I3+ B.

0 00

Comme 213 et B commutent, d’aprés la formule du binéme de Newton,

n

T" =20+ B)" =Y (Z) (2I3)"* B

k=0
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et B3 = 03. Ainsi, pour tout n > 2,

T — Z <Z> 2n—kBk

k=0
=2"I5+ 2" InB + 2”2”(”2_ D p2
2" n2"~t p(n—1)2"73
=0 2" n2"1!
0 0 2n

6. En utilisant les formules de changement de base,

Maty (f) = P/ Matg(f)P5
A= PTP'.

On montre ainsi par récurrence que
A" = pT"PL.

En utilisant la question précédente et en effectuant un produit matriciel,

1 2x 3" 1-3" 3" -1
At =5 | 202" =3 n2—3n—1 —2ntl 4 3n 4]
—2(2" —3n) 2nt2 _3n_3 _ontl3n 43
O
Solution de I’exercice 8.
1. D’aprés la définition, pour tout n entier naturel, v, = 2v, et
vo = —1. Ainsi, (v,) est une suite géométrique de raison 2 et de premier

terme —1. Donc,
vVneN,uv, =-2"

2. Soit A € R tel que A— AI3 ne soit pas inversible, i.e. Rg(A—\I3) < 3.
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Or,
-3-X 4 -1
Rg(A — AI3) =Rg 0 2-A 0
0 -4 =2-)
-3-A -1 4
= Rg 0 0 2—A CoesCy
0 —-2-X -4
—-3—-A -1 4
=Rg 0 —2-X -4 LyeLg
0 0 2—-A

Ainsi, Rg(A — A3) < 3 si et seulement si A € {—3, -2, 2}.

3. D’aprés la question précédente, A posséde trois valeurs propres dis-
tinctes, donc A est diagonalisable.
En résolvant des systémes linéaires, on obtient

1
E_3(A) = Vect 0 ,
0

-1
0 :
1

E_5(A) = Vect

~1
E3(A) = Vect { -1

1

1 -1 -1 3 0 O
Ainsi, en posant P = [0 0 -1 t D = -2 0], alors

0 1 1 0 3
A=PDP!
4. Montrons par récurrence que A" = PD"P~! pour tout n entier
naturel.
Initialisation. Lorsque n = 0. Dune part, A° = I3. D’autre part,

PDOP~! = PI3P~! = PP~! = I3. Ainsi, la propriété est vraie a
I’ordre 0.
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Hérédité. Soit n € N. Supposons que A" = PD"P~!. Alors,
A"t = AnA
= PD"P~'A, daprés 'H.R.
— PD"P~'PDP™!, daprés la question 3.
= PD"DP!
= pprtipt
Ainsi, la propriété est vraie a 'ordre n + 1.

Conclusion. Finalement, la propriété est vraie a 'ordre 0 et est hérédi-

taire donc
VneN, A" = PD"P L,

5. Comme la matrice D est diagonale,

VneN,D"=| 0 (=2 0

En utilisant la méthode de Gauss-Jordan, on obtient

1 0 1
Pt=10 1 1
0 -1 0

Finalement, pour tout n entier naturel,

(=3)" 2" = (=2)" (=3)" —(=2)"
A" = pD"P~! = 0 on 0
0 (=2)" —2" (=2)"

6. En utilisant la définition du produit matriciel,

Up+1 —3u, + 4v, — wy,
U1 = vn1 | = 2vup,
W41 —4v, + 2w,

-3 4 -1 Up,
=10 2 0 Un,
0 -4 -2 W,

= AU,.

A. Camanes



T.D. X - Réduction

7. Montrons par récurrence que U, = A™Ujy pour tout n entier naturel.
Initialisation. Lorsque n = 0. Comme AY = I3, alors AUy = I3Uy = Uj.
La propriété est donc vraie a ’ordre 0.
Hérédité. Soit n € N. Supposons que U,, = A"Uj. Alors,
Uny1 = AU,, d’aprés la question 6

= AA"Uy, d’aprés I'H.R.

= A"TU,, d’aprés la définition des puissances
Ainsi, la propriété est vraie a 'ordre n + 1.

Conclusion. Finalement, la propriété est vraie & 'ordre 0 et est hérédi-
taire, donc d’aprés le principe de récurrence,

VneN, U, = A"U,.

8. En reprenant le résultat de la question 5.

Un
Un = A" U()

Wn,

Ainsi, pour tout n entier naturel,

Uy = —2"—(=2)" —
vy = —2"

w, =2"+(-2)"

Solution de I’exercice 9.

1. On utilise la définition du produit matriciel,
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2. D’apreés la question précédente,

A3 —4A2 + A+615=0
A —4A? A= 613

A —%(A2 —4A+ )| = Is.

Ainsi, A est inversible et
1
A7l = —6(A2 —4A + I3).

3. On remarque que
R(2) =22 —4x224+24+6=8-16+8=0.
En utilisant une division euclidienne, on obtient

R(X)= (X —2)(X?*-2X - 3).

4. On remarque que
R(X)=(X-2)(X+1)(X —3).
Si A est une valeur propre de A, il existe un vecteur X non nul tel que

*AX = \X
A?2X = AX) = N°X
A3X = A(A%X) = V2AX = VX,

Ainsi, d’aprés la question 1.,

(A% —4A% + A +613)X = 03X
APX —4A°X + AX +6X =03,
MX —4N2X 42X 46X =03,
(N —4)\2 4 A +6)X =03,

Comme X est non nul, alors A> — 4% + X\ + 6 = 0, soit R()\) = 0.
Ainsi, A € {—1,2,3}.
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5. En résolvant des équations, on obtient

-2
E_;(A) = Vect 0 ,
1
-1
E5(A) = Vect 1 ,
1
-1

E5(A) = Vect 0

6. Ainsi, A posséde trois valeurs propres distinctes et A est diagonali-
sable. O
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