[ T.D. XIV - Nombres complexes j

I - Ecritures

Solution de ’exercice 1.

1. En développant 'expression,

(24 61)(6+1) =2(1+31)(6+1) = 2(6 — 3+ (6 + 3)1)
2(3+91) = 6 + 18i.

2. En utilisant une identité remarquable,
(4—3i)2 =42 — 2 x4 x 3i+(—31i)?
=16—241—9=7—24i.
3. En utilisant une identité remarquable,
(1-2i)(1+2i)=1*—-(20)* =14+4=5.
4. En utilisant la formule du binéme de Newton,
(2—-31)1 =27 —4x 23 x 3146 x 22 x (31)? —4 x 2 x (31)®> 4 (31)*
=16—-961—216+2161+81 = —119 4+ 1201i.

5. En utilisant les propriétés de 'inverse,

1 341 3+i
3—1 3241 10 °

6. En utilisant les propriétés de 'inverse,

1-v3i  (1—V3i)(-14V3i)
—1-v3i  (C1)243
(1-+3i)* 1-2V3i-3
1+3 4

_ 14+V3i
=
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7. En utilisant les propriétés de l'inverse,

1—i (1—1i)(1—+/31)

1+V3i 1243

13- V3Bi-i

B 4

:1—\/3—(1+\/§)i
1 :

Solution de I’exercice 2.

1. 12 =12¢0%

2. %i:%eil

3. —3=3€&™"

4. —%4—731:627”‘

5. 2i=e"i2e3i =2e7 1,
6. 12 = 1(_1j'_i1) —i=ezl
7.

—3(cos(0) +sin(0) i) = ™ x3 x 1 = 3T
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D2
9. D’aprés la parité des fonctions cosinus et sinus, 2. En utilisant les propriétés de l'inverse,
2(cos(20) — sin(20) i) = 2(cos(—20) + sin(—20)1) = 2201, _ 0+ V2401 +V2+1)
(1++v2)2+12
10. C(14+V2)2+2(1+V2)i-1
14+2v2+2+1
2 2
(\2[ — {1) (1—1)= (cos% —sin%i) \/i((:os% —Sin%i) _ 14+2V2+24+2(14+v2)i-1
_x s 2(2+V2)
=e 4 XV2XxXe 4 1+\/§(1+')
_T = i
= 2e7 20, 2 4 \/i
J— 1 1 1
11. En divisant numérateur et dénominateur par 2, - \/§< +1).
s M2 2y 3. En utilisant la question précédente,
V2 —2i 2 2 1
1—+3i N %_731 z=eil,
el Or, 2021 = 4 x 505 + 1, soit

T 5l 42021 _ 202Lri _ o(505+])mi

:e(—§+%)l — (eﬂ-l)505 xe41

:el%i. :(—1)5056%1
12. En utilisant les propriétés des fonctions trigonométriques, = —eil

O

sin(f) = cos (g - 9) et cos(f) = sin (g - 0) :

Ainsi,

sin(#) + cos(f) i) = cos (% - 9) + sin (g - 0) i=e(5-0)1,

Solution de I’exercice 3.

1. En utilisant la définition du module,

o LEVEEL
V2R (-

Ainsi, |z] = 1.
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Solution de I’exercice 4. Comme a et b sont de module 1, il existe 6 et

¢ deux réels tels que a = e et b = e®i. Alors,
a+b eiqeri
a—b eli—eri
9+<Pi 9*991 _9*‘Pi
ez ‘e 2 "He 2
- 9+4Pi 9—LPi _9—LPi
ez 'e2 '—e 2
0—o

_ - 2
2isin077@

0—¢
_cos 5~

2 cos

. 974‘0
S 5
€iR.
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T.D. XIV - Nombres complexes

Solution de I’exercice 5.
1. Comme z ¢ 77, alors €*! # 0. Ainsi, d’aprés la somme des termes

d’une suite géométrique,

1 — e(ntl)zi

n
kri __

Ze - l_eaci

k=0

2. En utilisant ’expression précédente,

3 ” sin (" n . (M
(kzo cos(kx)) + (kzo sin(kx)) 1= Smé)) (cos (595) + sin <§x>

Ainsi, en identifiant les parties réelles et imaginaires,

n n+1
Z cos(kx) = M Ccos (ﬁ:ﬂ) ,
o sin (5) 2

\+
-

Zsm (kx) SH;EI (g)x) sin (ga}> .

II - Résolution d’équations

Solution de I’exercice 6.

1. Le discriminant vaut —9 = —32. Ainsi, les solutions sont

—31 et 31.
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2. Le discriminant vaut (—1)2 — 4 = —3. Ainsi, les solutions sont
—V/3i o Lt V3i
2 2
3. Le discriminant vaut 12 — 4 = —3. Ainsi, les solutions sont
—1—+/3i ot —1++/3i
2 2 )

4. On écrit 322 —62+6 = 3 (2* — 2z + 2). Le discriminant vaut (—2)?—
4 x 2 = —4. Ainsi, les solutions sont

2 — 2i 24 2i
5 L1 —iet 2 L4

5. On pose x = 22. Alors, 22 +x+ 1 = 0. Le discriminant vaut 12 —4 =
—3 donc les solutions sont

—1—+/3i —14++/3i
=y anE Ty

On remarque que

Donc, xg =T1=¢€ 3
471'- _A4Am
Ainsi, 22 € { e s 1}.

4r

% Siz? =z =e3 "' alors

—4n i

% Siz?=x9=e3 ! alors
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Finalement, 'ensemble des solutions est
4m 4m . —4m e
{66 ' —e6led Y —eo 1}.

—0i

6. En posant z; = e’ et 25 = 7?1, on constate que

x1 + x2 = 2cos(h),
1 X T9 = 1.
Ainsi, d’aprés les relations coefficients / racines, z1 et xy sont racines

du trinome X? — 2cos(f)X + 1. Finalement, I’ensemble des solutions
recherchées est donc
{ i e—ei} '

Solution de I’exercice 7.

1. D’apres les propriétés du module, |z|" = |1] = 1. Comme |z| est un
réel strictement positif, alors |z| = 1.

2. Comme 2" = el =1 = €1, alors

nd =0 [27]
S dkeZ; nh=2kn
2
edkez; o= 2T,
n

3.a) L’ensemble des solutions de 22 =1 est {—1,1}.
b) D’aprés la question précédente, si 23 = 1, il existe k € Z tel que
km :
»=e’5 | En utilisant la 27 i-périodicité de I'exponentielle, ’ensemble
des solutions est donc o
{1, es 671} .

Les images sont les sommets d’un triangle équilatéral.
¢) D’aprés la question précédente, si 24 = 1, il existe k € Z tel que
k7
z=e 1 | En utilisant la 27 i-périodicité de I'exponentielle, ’ensemble
des solutions est donc

4w 6

{1, i o eTi} —{1,i, ~1, —i}.
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Les images sont les sommets d’un carré.
d) D’aprés la question précédente, si 2° = 1, il existe k € Z tel que
2km :
z = e 5 '. En utilisant la 27 i-périodicité de I’exponentielle, I’ensemble
des solutions est donc

4w 6w 8w

27 -
{1, es ' es ! es e?l}.

Les images sont les sommets d’un pentagone régulier. O
III - Géométrie

Solution de ’exercice 8.
a) On utilise la définition du module puis ’hypothése :
L+ +1—2f=(1+2)-1+2)+(1—2) (1-32)
=14z4+z2+ 2 +1-2— 242
=4.
b) Il s’agit du théoréme de Pythagore! En effet, les points d’affixes
A, B et C d’affixes 1, z et —1 sont disposés sur le cercle unité et forment
un triangle rectangle en le point d’affixe z. De plus, les points A et C

sont les extrémités du diamétre de longeur 2. Le théoréme de Pythagore
assure donc que

BA? + BC* = AC?
|z =1 +|-1—2)* =22
1—zP+[1+2°=4
On remarque qu’il s’agit également d’un cas particulier de I'identité du
parallélogramme. Si on note A(1+z2), B(z—1), C(—1—2) et D(1—2),
alors ABC'D forme un losange de coté 2. L’identité du parallélogramme

assure que la somme des carrés des diagonales est égale a la somme des
carrés des coOtés, soit

AD? + BC? = AB? + BC? + CD? + DA?
(21— 2+ (21 +2))2=4x22
11—z +1+2 =4
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Solution de I’exercice 9.

1. La transformation associée & f est donc la rotation de centre d’affixe
1 +iet d’angle 7.

2. f est la translation d’affixe 12 + 161.

3. Comme f(2) =e2lz+ 1. Si f(w) = w, alors w = 1. Ainsi,
f2)=iz—w)+w=e?i(z —w) +w.
Ainsi, f est la rotation d’angle 5 dont le centre est d’affixe % O

Solution de I’exercice 10. Un nombre complexe est réel si et seulement
s’il est égal & son conjugué. Ainsi, en raisonnant par équivalences,

2
CJ_FD eR
()= ()
z—1 z—1
<z+1>2_ <z—|—1>2
z—1 z—1
(z+1)2EZ-1)%*=(Z+1)*(z—-1)
(24224 1)(F-224+1) = (F2+22+1)(2* - 22 +1)
—22%2 42272 + 22— 22 = 2272 + 2222 + 22 — 22
2 224 2-2=0

|22 Z-2)+(2—2)=0
(z—2)(1—|z]*) = 0.

2z

Ainsi,
% soit z — 2 =0, i.e. z =7 et z est réel,
% soit 1 — |z|* = 0 soit |z| = 1.
Comme z # 1, 'ensemble des solutions est donc

(RU{z€C; [z[=1})\{1}.
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