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Introduction

Durant ce stage de DEA, nous nous sommes proposés de relire la démonstration de M.
Talagrand concernant la conjecture de G. Parisi. Nous allons dans un premier temps
présenter le contexte de cette conjecture, a savoir comment elle est issue d’une question
portant sur le comportement des verres de spin. Nous proposerons ensuite une relecture
de la démonstration de M. Talagrand [3]. Nous avons opté pour une vision plus analytique
du probleme. Nous ne sommes toutefois pas parvenus a démontrer la conjecture avec le
degré de généralité proposé dans [3].

0.1 Présentation de la conjecture de Parisi

0.1.1 Le modele de Sherrington-Kirkpatrick

Nous nous intéressons aux verres de spin, c’est a dire a une collection finie de v.a.
indépendantes (les spins) dont le comportement statistique est régi par une certaine
mesure de probabilité. Concrétement, nous nous réfererons souvent au modele de
Sherrington-Kirkpatrick. Les spins sont alors des v.a. a valeurs dans {—1,1} et I’énergie
du systeme est donnée par I’Hamiltonien :

p

H(o)=Hn(O) = ——F—= ) 4ij0i0}, (0.1.1)
ot 0 = (01,...,0n) € Un = {—1,1}" désignent N variables aléatoires indépendantes
et les (g;;) sont des v.a. gaussiennes centrées réduites indépendantes.
Les variables gaussiennes traduisent l'intéraction entre les particules. Elles sont
généralement appelées variables quenched. Nous appellerons espérance quenched, que
nous noterons E, la moyenne prise par rapport a ces variables. La constante § est com-
munément interprétée comme étant l'inverse de la température.

Remarque. On omettra a l'avenir le signe ”—" qui n’a pas grande importance en ce qui
concerne notre étude.

Nous voulons comprendre le comportement de ce systeme lorsque N — oo, c’est ce que
nous appellerons la limite thermodynamique du systeme. Cette étude a été largement
développée dans le cas des hautes températures (i.e. lorsque [ est petit). Talagrand
propose de généraliser aux basses températures un des résultats obtenus (cf. [I]).

Etant donné un parametre 3, nous considérons la mesure de Gibbs, notée :

(f) = le S fo)exp (— BHy (o),

oeX N

ouZn =) ,exp ( - BHN(U)) est appelée fonction de partition.
Nous étudierons ici la moyenne quenched du log de la fonction de partition. Nous noterons
ainsi :

an(5) = 1 Bllos Zy).
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En physique, la quantité F(3) = —1/Flog Zn est appelée énergie libre.
Nous allons étudier la limite thermodynamique de ay. Nous verrons ainsi que la conjec-
ture de Parisi propose une expression de cette limite.

Bien que le modele SK soit utile pour effectuer des calculs explicites, nous constaterons
cependant par la suite que les résultats obtenus peuvent étre étendus & des hamiltoniens
plus généraux.

0.1.2 L’équation antiparabolique

Dans cette partie, nous suivons la démarche proposée dans [2].
Pour mener notre étude, nous allons utiliser une fonction auxilliaire. Introduisons la

quantité :
log <cosh (\/tﬁ Zgiai> >] : (0.1.2)

On rappelle que (.) désigne la mesure de Gibbs. On relie ¥y (t) & ay par la relation :

Yn(t) = %E

Théoreme 0.1.1. Pout tout (3,

(N +1ant1(8) =log2+ Nan (5\/ N]\_71> + NN (3) (0.1.3)

Nous allons utiliser ici une technique, qui sera développée dans les sections suivantes,
qui permettant d’interpoler la valeur de o . Introduisons pour cela la quantité :

1

t
an(3) = 7B 1o e | = S+ = Y g
o ij i

Remarque. 4. On vérifie que : an(3,0) = an(B)

t7i. Le résultat du théoreme permet de transférer ’étude de la limite thermodyamique
de apn a celle de 1y

Lemme 0.1.2. ay vérifie l’égalité suivante :

(N + 1Dan+1(8) =log2+ Nay (ﬁ\/NA_fl,ﬁ> (0.1.4)

Démonstration. Pour démontrer ce lemme, on va utiliser 'indépendance des spins et des
variables guenched. Certaines des égalités sont & comprendre en tant qu’égalités en loi.
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g kN g &
Z R v %: 9ij0i0; + N ;giai

01...0N
L.N N
1 g g
=5 Z eXp | Z 9ij0i0j + —— ngi
2 01...0NON+1 N-—1 i,J N =1

1 g LN g &
=3 Z exp | 7= Z 9ij0i0; + ——= ZgiUiUN—H
2 VN i\j VN o

01...0N
1..N+1
1 B
:5 Z exXp 7N Z gijaiaj
01...0N+1 Y 1,
A la troisieme égalité, nous avons utilisé 1’égalité en loi de oy et o;on4+1 pour @ #
N+ 1. O

Le théoreme est alors obtenu en intégrant partiellement la formule par rapport
au spin on41.

Nous allons a présent étudier le comportement de v = . Pour cela, établissons le
théoreme suivant :

Théoreme 0.1.3. Etant donnée la fonctionnelle
»(B) = %Elog < cosh(\/’% ; giai)>,
il existe pour tout B un parameétre
z:00,1] 3¢ — z(q) € [0,1],
tel que :
¥(B) = £(0,0),

ot f(q,y) est solution de l’équation antiparabolique :

00 + 51" +a(a)f?) = 0.

avec la condition au bord :
f(1,y) = log cosh(By).

Nous avons noté [’ (resp. ") la dérivée premiére (resp. seconde) de f par rapport au
parametre y.

Démonstration. Cette preuve permet de voir comment 1’équation antiparabolique est
obtenue a partir de la formule d’intégration par parties.
Soit une fonction f(g,y). Introduisons la fonction ¢ définie sur [0, 1] par :

#q) = ;,Elog< xpf(qv\/gzi:gm»

1 ~
= Elog <ef>
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La condition au bord f(1,y) = logcosh(fy) donne :

¢(0) = £(0,0)

Nous allons montrer que si f est solution de I’équation antiparabolique, ¢ est constante
sur [0, 1], ce qui nous donnera 1’égalité désirée : ¢(3) = f(0,0).
Nous allons pour cela exhiber une équation différentielle vérifiée par ¢.

d ~ ~ 7 1 ~ 7
d—qexpf = (0,f)e! + sz:gmz‘f@f‘

Soit

0(0) = B0 1) + 5= Y E [aiien )]

<~ ef
ol fi(g) = %

Nous allons maintenant utiliser la formule d’intégration par parties relative aux variables
gaussiennes g; (pour plus de détail, se reporter a la remarque (0.4.1))). En effet, nous

avons :
oexw] = || kol ew ]

0 5 4
3g¢f = Nazf

¢<>Eu@f+fu»W)—ZEﬂmf

Nous obtenons ainsi :

Dong, si f vérifie I’équation antiparabolique, avec = tel que
(1 2(g)E (f }jE (0:f"),

on remarque que ¢'(q) = 0. ¢ ne dépend plus de q et alors
P(B) = ¢(0) = ¢(1) = £(0,0).
De plus, nous vérifions que :
< B (oif") < B(f?),

ce qui assure :

0<z(q) <L
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La propriété intéressante de 1’équation antiparabolique est que f est continue en x.
De la connaissance de f pour une fonction x en escalier, nous pourrons donc déduire
la solution f de I’équation lorsque z est continue. C’est cette propriété qui motive la
démarche utilisée dans le reste du rapport.

Formalisons ce raisonnement :

Théoréme 0.1.4. On note f(q,y;x,3) une solution de l’équation antiparabolique :

)

() {8qf +5(f" +2(g)(f)?) = 0
f(1,y;%, B) = log cosh(y)

ou ' =0y f. Alors

2 1
|f(q:y32,8) — fla,y;2,8)] < g/ |l2(s) — Z(s)|ds.
q

On rappelle que = est une fonction croissante sur [0, 1] telle que z(0) =0, z(1) = 1.

Démonstration. * A une fonction z donnée et f solution de (E), on associe I'opérateur
1 /!
D¢ = 040 + §¢ + v,

oit 'on a noté v(g. ) = () (1)
On remarque que Df = %l’f’z. De plus, en notant f’ = Bh, on a

T(B) = 0,1+ 31" +af " =0

i.e. Dh=0.
Notons X la solution de I’équation différentielle stochastique

dX, =v(q,Xq)dg + dBy,

ou B désigne un mouvement brownien. On remarque que (X;) =t
D’apres la formule d’It6 :

h
dh(t, X;) = gy(t, X;)B; + Dhdt.

Comme Dh = 0, h(gq, X,) est une martingale.
De plus, h est bornée, car

Ih(L,y)| = I;f’(l;y) — tanh(y)| < 1.

soit [A(t, y)| = [Ey[A(1, X)]| < 1.
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* Nous allons maintenant considérer deux fonctions x, T et les opérateurs D, D associés.
On remarque que

Df —Df =@ —v)f.
En posant D = (D + D), on a

D(f~F) = §(Df~Df+Df-Df)
= Df-Df+ - )(f ~ )
= Sul? = SEP A LG )+ )
— J@-aFf

Donc, comme |f/| < 3 d’apres le point précédent, nous avons :
. ~ ﬁ2
D(f-f)< ?|$—~"3|

Soit X la solution de Iéquation différentielle stochastique :

dX, = v(q, X,)dq + dB,.

On pose M, = (f — f)(q, X4). On remarque que :
dM, = martingale + D(f — Hia, X,)dg.

M est donc une vraie martingale. En effet, elle est bornée car f’ et f le sont par S3.
Son crochet est alors majoré par 2(3q. On peut alors lui appliquer le théoreme d’arrét ;

1
0=E,[(Mi] = E,(M;) + B, [ D(f - Pe, X,)da

On conclut en utilisant 'inégalité obtenue dans le premier point.
O

Remarque. On sait résoudre 1’équation (FE) lorsque = = mol, 1) est constante, ce qui
motive notre démarche. En effet, il suffit de poser g = expmgf. g satisfait alors I’équation
de la chaleur 9,9 + %g” = 0. Ce cas sera étudié plus en détail dans la partie suivante.

0.2 Propriétés des solutions de I’équation antiparabolique

0.2.1 notations

Soit un entier k et des réels :
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O=qgp<qg<...<q<qy1 =1

On notera par la suite m = (mo,...,mx) et @ = (qo,- - -, k+1)-
On note z : [0,1] — R la fonction de répartition constante par morceaux suivante :

z(q) = my sur [q, qy1l-
¢ désignera une fonction & valeurs réelles possédant les propriétés suivantes :
£(0) =0, & (z) > 0. (0.2.1)

On considéere le changement de temps :

On notera v, = &' (q1)-
On note f(v,y;x, ) la solution de I’équation :

uf + 3"+ (€ () =0
(E) 2 g0

ol nous avons noté : f” = 8§f.
On remarque que la fonction g; : (v,y) — €™ satisfait 1’équation de la chaleur backward
sur intervalle [vy, vi11] :

avgl + ngI =0
(Hl) { _ 2 n my
gl(vl 73/7377ﬁ) = gl+1<vl a%%ﬁ)ml*l

La deuxieme équation est une conséquence de la continuité de f. La présence de ce saut
conduit aux définitions par récurrence qui suivent.

Dans un souci de lisibilité, on n’écrira pas toujours par la suite toutes les variables qui
entrent en compte.

B, désigne un mouvement brownien et F2 = 0{B;;0 < s < v}.

La fonction définie ci-dessous est solution de (H;) :

{gm(l, y) = exp f°(y)

(0.2.2)
g(v,y) = Elgi(viy1, By )| Bo =y v <v <

Remarque. 1l pourra étre intéressant de s’intéresser a d’autres formes de g :
x en utilisant ’espérance conditionnelle :

gg(v, Bv) = E[gl+1(vl+17 BUl+1>‘f’UB]'

x en utilisant le semi-groupe de la chaleur P, :

91(v,y) = Poyyy—u[91(vi41, )] (Y)-
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On peut ainsi définir F; = f(v;, B;) par récurrence :

Fir1 = f(y)
Fy = ;- log ElexpmiFi 1| FJ], (0.2.3)
Fy = E[F]

relation que 'on peut également écrire :
1
F, = p— log Py, —v [expmyf(vig1, . )](By,). (0.2.4)
On définit les v.a. d’accroissement suivantes :

Wi = expmy(Fi — F), T) = exp —(my —my, ) F,

Sl:W1...Wl, T:Tl...Tk:SkeXp—Fk+1.

Remarque. 1. Wi est .7:1’;:’?+ 1—mesurable.
ii. BW)|FB] =1, soit

E[W,. ..Wk|f£] = E[W,. --Wk—lE[Wk|f£]|f£]

= 1

Remarque. Dans le cas ou y € R™, ces résultats sont généralisables. L’équation (F) s’écrit
alors :

0,1 + 5(Af + (€ IV =0.

B désignera alors un mouvement brownien n-dimensionnel et les résultats que nous allons
établir dans le cadre de la dimension 1 sont généralisables.

0.2.2 Présentation de la conjecture de Parisi

Nous allons maintenant nous intéresser a la conjecture de Parisi, que Nous allons formuler
dans cette partie.

On considerera en particulier le modele de Sherrington-Kirkpatrick pour les verres de
spin. On note ainsi I’Hamiltonien :

g
H(o) = Hy(o) = —= Zgijo'io'j7 (0.2.5)
N 1<j
ot o = (01,...,0n) € Sy = {1, 1} et les (g;;) sont des v.a. gaussiennes centrées

réduites indépendantes.
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On définit sur {—1,1}"V la mesure de Gibbs :

(f)=2_ flo)e.
o
On note overlap quantifiant la différence entre 2 spins de méme loi :
1
Ry = Ria(ct,0%) = N Z oio7,

<N

o, 02 étant deux copies indépendantes de o.
On suppose qu’il existe une fonction ¢ satisfaisant ((0.2.1)) et une suite ¢(N) avec ¢(N) — 0

telles que :
vol,o? € {=1,1}", ’%E[HN(al)HN(ﬁ)] —ER) <) (026)

Posons f%(y) = log cosh(h + y).
On remarque, en effet, que :

Z exp(aer) = 4cosh(a).

e1==+1
On définit les F; comme en (0.2.3]).
Soit

k
1
Pr(m,q) = log2 + Fy — 3 Z my(0(qi+1) — 0(ar)), (0.2.7)
=1
ou
0(q) = ¢¢'(q) — &(q)

On note :

P(f,h) = inf ,Pk’(m)q)'

7m7q

Théoreme 0.2.1. On a
. 1
]\;Enoo NElogza:exp (HN(J) +h ;Voi) =P, h).

Remarque. Si ’'Hamiltonnien est celui du modele SK définit en on a &(q) = £%¢°
et 6(q) = £(q)-

Nous nous proposons de démontrer ce théoreme pour ( petit, i.e. pour de hautes
températures.

0.3 Etude de propriétés analytiques

Avant de nous intéresser a la démonstration proposée par M. Talagrand, étudions
quelques propriétés relatives aux Fj.
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0.3.1 Formules de dérivation

Lemme 0.3.1. Soit o une variable telle que my, v; et vir1 ne dépendent pas de c.

OaFy = E[W,0aF111|F2). (0.3.1)
Démonstration.
F = nlnlogE[emlE“|f£]
OnFily) = —— Bl JaFiy M|

my exp miF;
— B[ 9,1 |7
= E[W, 0aF11|FE]

O
On peut ainsi établir la propriété suivante :
Proposition 0.3.2.
00 Fo = E[S|_1 04 F]]. (0.3.2)
Démonstration. Récurrence immeédiate compte tenu de la mesurabilité des W, par rap-
port & ]:5 e O

Cette équation de dérivation nous incite a introduire une nouvelle mesure qui paraitra
plus adaptée dans I’étude de notre probleme.
Rappelons que :

E[W,...W|F2] =1.

On va ainsi introduire la mesure sur {—1,1}" :
n(f) = EWi... Wi(f)|F).
En notant '71®2 la mesure produit sur {—1, 1}2N issue de ;, nous poserons :

w(f) = E[Si-1772(f)]- (0.3.3)

Nous nous intéressons maintenant aux dérivations d’ordre 2.

Proposition 0.3.3. Pour «, 3 tels que (mq,...,my) et (vo,...,v41) ne dépendent pas
de o et B, on a :

0003 Fo =E[Wy ... Wi_y 0,05F)]

l
_ Z(mz — mi—l)E[Wi Wi 4E[S 4 3aFl!.7:£] 8ﬁFl]~ (0.3.4)
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Démonstration. On part de (0.3.1)) :

l
0a0sFo = E[Wo... Wiy 0.0sF)+ Y E[Wy...Wi_y 0.W; 03F)]
=0
= T+1T

8QWZ' =1m; (aaFi_H — 8,1F,')WZ'.
Soit,

l
1 = Z(mi—l - mz) E[aan Wo... W4 aﬁFﬂ
i=1
l
— 3 (mi1 —my) EWo... Wiey E[W;...Wi_y 0.FI|FZ)] 9]
i=1

oll, dans la premiere égalité, on a noté pour des raisons de lisibilité m_; = 0. La deuxieme

égalité découle de (0.3.1)). La proposition est obtenue en utilisant la mesurabilité des W;
par rapport a j’:z-]il O

Remarque. La propriété précédente peut étre généralisée au calcul de 9,0gF;, mais nous
n’aurons pas besoin de cette formule par la suite.

0.3.2 Une dérivation particuliere

Nous aurons besoin plus précisément de la dérivée : 9, Fy. Nous allons la calculer dans
cette partie.

Proposition 0.3.4. Nous avons la propri¢té suivante :

My — My—1

Oy, Fo = — 5

E[S._1F?. (0.3.5)

Démonstration. D’apres (0.3.1]),

8’UTF0 = E[Sr—Qaerr—l]-

Pour évaluer 0,, F,._1, nous allons utiliser la définition de Fj via les semi-groupes :
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1
O, Fr1 = Op,——1og Py —y,_, lexpm,—1 fr(vr, )] (Bo,_;)
my—1
1

= Doy Poy - . V(B
Ty exp 1y g o or_i lexpmy—1fr(vr, )] (Bo,_,)

_ 1
= et (e e (0 ) B )

+ Py, —v,_1[Ov, expmy_1 fr(vp, ~)](Bvr—1)>

1 —m.
= 26 rotfre "Ry, v, 1[(mr—1_mr)fFeXpmr—lfr(vm-)](Bvrﬂ)

1
= Q(mr—l —my ) B[W,_ 1F/2’ Ve 1]

lavant derniere égalité est obtenue en remarquant que f est solution de (E). O

0.3.3 Bref rappel a propos de convexité

Lemme 0.3.5. Pour toute fonction f de classe C*, X — % logElexpmf())] est conveze.
En outre, la composée de fonctions convexes est une fonction convexe.

Démonstration. Immédiat O

0.4 Bornes de Guerra et couplage

0.4.1 Borne de Guerra

Dans toute la suite, (B,,;), désigne une copie indépendante de (B,),. On se place dans
le cadre de la partie|0.2.1] avec :

Hy(o) = \/HN +Zal<h+\/731,k+w),

<N

Fy =log»_exp Hy(o),

Fy.

olt) = %

Théoréme 0.4.1. Pour 0 <t <1, ona :

L) = —*Zml (0(qu4+1) — 0(a))

—_

k
= Z —my_1)(€(Ri2) — Ri28 (@) + 0(a)) + R,
=1

l\’)

ot |R| < ¢(N).
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Cette démonstration repose essentiellement sur la formule d’intégration par parties pour
des v.a. gaussiennes. Ainsi, si on consideére une famille h = (h;);c; de v.a. gaussiennes
(|J] < <) et F: R/ — R une fonction de croissance sous exponentielle, on a :

= E[hih;]|E[0,, F(h)]. (0.4.1)

JjeJ

Démonstration. Nous reprenons ici la démonstration de M. Talagrand. Il est utile de
bien comprendre celle-ci. En effet, nous généraliserons cette méthode pour démontrer le
prochain théoreme.

D’apres la relation (0.3.1)), on a :
(,D/(t) = E[Sr,létFkH].

En utilisant les définitions de T} vues en [0.2.1} on remarque que I’on peut écrire :

1
o) = VETOyexp Fp] =1 + > II(p)
0<p<k

ou 'on a noté :

I= 2N\[ TZH ) exp Hy(o)]

II(p) = - E[ngiy};,iexpﬂt(o')]

2N\/1—t

On a définit la v.a. gaussienne : Y, ; = By, ., i — B
Pour calculer le premier terme, nous utilisons la formule d’intégration par parties rap-
pelées précédemment, la famille de v.a. gaussiennes considérée étant : (H(0))gex - Par
un abus de notation, nous noterons BH( ) la dérivation par rapport a ces v.a.

Up,t*

Nous rappelons que

((o,0%) = E(H(e") H(o?))

On remarque que :
o _ (my—1 —m )781?[ T
oH(p) ' "VoH(p) "

On peut ainsi écrire : [ = IT1+3 ) I(1), ou :

d
IH_WE TZC o,p) T )epot(a)]

mp—1 —

2\/7?

() =
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Nous nous intéressons maintenant a 17 :

0
0H(p) Vi Eo_: ((o,0)(Lio})e exp Fipa

= ﬁ((("'a"'»t exp Fiy1
Soit, comme [((a!, a?) — E(Ri12)| < c(N) et ((Ri1)=¢(1):
I = %5(1) +R,

avec |R| < ¢(N).
De méme, nous montrons que (en utilisant (0.3.1)) pour la deuxiéme égalité) :

0
aT(p)Fk“ = \/R]l{p}>t
0 W
Wﬂ \/iEl[Wl k<ﬂ{p}>t]

Vin(lip)

Finalement, utilisant le fait que exp Hy(0") = (15} )t exp F41, nous obtenons :

1(1) = ==Y (o pB W WiL ) (L)
o.p

On utilise alors la propriété de dédoublement pour conclure :

10) = " (e p)

o,p

mjg_1—m
= %Mz(f(RLz)) +R
On peut montrer de maniére analogue, que :
1
I1(p) = _5(5/(%)4—1 — & (qp)) (1 + ) (g - mz)m(R1,2)>.
p<I<k
Soit, en utilisant ’hypothese '(qp) = &'(0) =0 :

17,
> 1) = 3¢+

(my—1 — ml)f/(QI)Ml(ng)} :
0<p<k

1<l

INA

k
On obtient finalement le résultat annoncé :

20/(t) = &) =&MW+ Y (m—1 — m)m(E(Raz) — Riol' (@) + 2R
1<I<k

= —0(1) — Z (my—1 —my)0(qr)

1<I<k

Z (my—1 — my)u(E(Ra2) — R128 (q) +0(q1)) + 2R

1<i<k
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0.4.2 Le couplage

Comme le fait Talagrand, on sera amené a utiliser le cas o y est un vecteur de dimension
2. On supposera et notera alors :

) = ) + (v2), (0.4.2)
B, = (B!, BY).

La technique développée par Talagrand est la suivante. Soit € {1,...,k}. On définit
un mouvement brownien de dimension 2 B, tel que :

{Bg =B, v (0.4.3)

(B} — B} ) soit indépendant de (B2 — B2), v>wv,
On notera Fy, W/, ... les v.a. construites sur le méme schéma que dans la section
mais avec les vecteurs :

mo My—1
77..., 9 s My ..

q= (QO7 v ,Qk+1)-

n:( .,mk),

On peut établir le lemme suivant :

Lemme 0.4.2. On note Fll, Fl2 deuzx copies indépendantes de F; (construit a partir de
f°(y)). On a alors :
Ff = F+ R,

L<r, W =W =W,
lZ r, W/l* _ I/I/llI/I/IQ.

Démonstration. On va démontrer ce résultat par récurrence descendante. Lorsque
k =r+1, il s’agit de ’hypothese (0.4.2)).

Pour [ > r, comme (B},ZJr =B} et (B?)ur . — B?2) sont indépendants,
Elexp ml(leH + E%rl”}—qf] = E[expmlelJrl‘}—ﬁ] E[expmlﬂ%rl’fﬁ]

= expmy(F' + F}).

Pour | < r, comme (B%l+1 - B)) = (Bgl+1 — B2)
my my
E[exp 7(Fll+1 + Fﬁrlﬂff] = Elexp 72Fll+1|~7:£]
= expmF}
my
= exp 7(}711 + F7).
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0.4.3 Intégration par parties et couplage

On va, dans cette section, combiner les deux idées développées précédemment. Soient
B, B deux browniens indépendants. B', B? (resp. B!, B? désigneront des copies
de B (resp. B) satisfaisant (0.4.3). Pour ¢ = 1...N, sz),z (resp. B] ;) est une copie

indépendante de B (resp. Efj) On définit les quantités suivantes :

Hyy(ot 0%) = ) <fHaJ +Y o <h+FBi i+ VitvV1i—uB k))

Jj=12 i<N

Fyp1o=log > expHiu(a',0?),

Ry 2=u

1
n(v) = NFO’U'

La définition par récurrence des Fj, se fera par rapport a la filtration F = F B v FB.
On notera E; 'espérance conditionnelle par rapport a F,.

Théoreme 0.4.3. Pour0<uv <1, ona :

—thl( (qi11) 9(ql)> +tM(u— g)* + ¢(N),

on M = Ylar)+Ew)—u(gr)
. (u—qr)? :
Soit,

n(1) _tzml( qit1) 9(Qz)> +tM(u— g)* + ¢(N).
Avant de démontrer ce théoreme, fixons quelques notations :
Su={(c",6%); Ry = u},

<f>v exp Fk+1,v = Z f(al7 0'2) exp Ht,v(al7 U2>7
Sy

Y,o(f) = EiWiw ... Wi (o,
p(f) = Ba[Wy ... W15 ().

Démonstration. Pour des raisons de commodité, comme dans la partie [0.4.1] on

décomposera By, , = E By,., — By, pour faire apparaitre des v.a. gaussiennes.
p=0
Conformément a la formule (0.3.1)), nous avons :

1
n'(v) = NE[TU& exp Fr41.4]

k
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Avec, en utilisant la propriété d’intégration par rapport a la famille (H (0'))6 :

)

- \[ (9TveX Ht,v(01702)
- zfE[(al,azaes;<C(°1"’)+<("2"’>> all(e) }

k
= 11T+ I(])
=1

Or, nous avons :

(o) exp Hy (ot 0%) = \/ﬁ(]l{,ﬂ:a}) + I{o2—0}) €XP Htﬂ,(al, o?)

0
9H (o) Friio=Vot Y (Igricoy + Lire—op)(Lrt 2))u
(T1,72)es,
Remarquons également que :
T, exp Htm(al, 0'2) =Wip.. . Wio(Lig1,02))0-

On peut ainsi évaluer I1II :

Il = E[ 3 Z( (o, o) + ¢ (o2, a))WLv...Wk,v<]1(,,1702)>v(]1{,,1:,,}+n{02:a})}

(o1,02)€S, @

_ %E[Wl,v...wk,v S (ot +¢(0% 0% + 20 0%)) (Lo o2))e]

(ol,02)€S,

- %(25(1) + 2§(u)> +R.

N |+

Pour calculer I(), nous avons besoin de connaitre :

8E,v o aFk‘-‘rlﬂ)
o) ~ (Wi Wi OH (o) }
= \/EE] [I/Vl,v oo Wi Z (]1{7.1:0], + 1{T2:o.})<]1(7-171-2)>1;

(71,72)eSy

= Vot Y (Igi—ey + Lrmop) o (I(r1 72)

(T1,72)€S,
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On peut maintenant évaluer :

I(l) = ;(nl—l_nl)E[Wl,v---Wk,v Z Z Z( —|—<(0’ ’T2)—|—

(ol,02)eSy (T1,72)eSy ©

—I—C(O'l, 7-2) + €(0-2’ 7-1))7170(]1(74,7.2))(]1(7.177.2)>U]

= Sl = (C(eh T + (0%, 7% + (o 7 + (0% )
= o= (E(R(e!, 7)) + E(R(0?, 7)) + E(R(o, 7)) + E(R(o? 7)) + R.

I nous reste a présent a calculer I1(p). On note

Y/, =B] . —B

UTJ+11 'Up?i?

des v.a. gaussiennes centrées de variance (vp41 — vp).
On a ainsi, en utilisant la formule d’intégration par parties :

II(p) = QNV% { Z Zoiypjlexpﬂtv(a-l 0-2)]

Ri2=u %,j
2
s w3 Yy ALt e)
2N 1—114,.,, Riou i) 8YJ,A,

/8Tepo U(O’ ,02))
- —r=E| D Tt Sem el ]

Rio=u 1,

la derniére égalité étant due au fait que, pour ¢ # i’ ou p # p/ YZDJZ est indépendant de

Y;) oy les Y] étant centrées.
D’apres les proprletes de couplage, on est maintenant contraint de distinguer selon les

valeurs de p. En effet,

1<p<r, Y1 = Y2
r<p<k, Y1 est mdependant de Y,

Sir<p<k,
8(TeXthv(a'1,0'2))
II = ol (v —v =
(p) 2N\/m [Rgu; p+1 P 81/;;]71
k
= IV(p)+ Y IV(D),
l=p+1

ou la derniere égalité provient du fait que pour [ < p, Fj, ne dépend pas de Y,
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Or, on remarque que,

o .
— exp HM(O'I, 0'2) =/t(1— U)O'ZJ exp Ht,v(al, 0'2)
3"
Frpo =Vt —v) > {12

J
8Yp71 (Tl,TZ)GSu

D’ou

v = 2N (vps1 — ZE[ 3 a{af(ﬂ(glvaz))vWM...Wkﬂ}]

2% (ol,02)eS,

- _%N(Uerl—vp)ZE[ Z <1(01’U2)>”WL”'“W’“”}
=12 (ol,02)eS,

= —t(vpr1 — vp).

On obtient par une méthode analogue,

t

IV (1) = =5 (Upt1 = vp) (-1 — ) (R(o!, 1) + R(o?, 72)).

Sio<p<r,
J(T exp Htv(al, 0'2)) (T exp Htv(al, 02))
11(p) = [ T— ( , .
- k
= IV(p)+ ) _IV(I)
I=p

Avec,

IV(p) = —t(vps1 — vp)(1 + u),
() = —%(vpﬂ o)1~ )R, ) + R(e?, 7) + R(a', 7) + R(a®, 7).

Finalement, on obtient d’une part :

r—1 k
SNV +> 1v(p)
p=0 p=r
r—1 k
= Z —t(vpr1 — vp)(1 +u) + Z t(vp+1 — vp)
=0 p=r
= p—t(l + w)vr — t(vk41 — k)
—t f,(l + ué'(qr)

et d’autre part :
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r—1 & ko k k
Z Z f‘v/(l) + Z Z IV(p) = val (ny—1 — ny) i w (R(al,rl) + R(02,72)>
p=0l=p+1 p=r l=p+1 =1

k
+ Z Viar(My—1 — 1) <R(0'1, 7'2) + R(0'2, Tl)).
=1
On remarque finalement que

£(z) — x€'(q) = —0(q).

En mettant maintenant bout & bout 1’expression de I et celle des II(p), on obtient :

(o) < (&) =€) + &) - ug(g)

IN

k k
—t > (-1 —m)0(@) —t Y (-1 — n)8(qar) + ¢(N)
=1 =1

r—1 k
< =) 2mer —m)0(q) — > (1 —m)(q) +
=1 l=r
(1= nr-1)0(ar) = 0(ar) + €(w) — ug'(g,) ) + (V)
r—1 k
< —t Z 2y (0(qr+1) — O(ar)) — tz n(0(qiv1) — 0(ar)) +
=1 l=r

+(0(ar) + £(u) — u€(ar)) + c().
D’ou le théoreme attendu, d’apres la définition de n. ]

Remargue. Dans le cas du modele (0.1.1), M = 23%. On remarque également que, dans

le cas général, d’apres la formule de Taylor, on peut prendre M = Iiaa)f £,
0,1

0.5 Résultat préliminaire

0.5.1 Rappels et notations
Rappelons que,

k
Py(m, a) = log2 + Fy — o > mu(Olai1) — 0(a). (05.1)
=1

ol
0(a) = ¢¢'(q) — &(a)-
Remarque. Compte tenu de la définition de v, on a :

o
w7
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On note :
k,m,q
Soit m® = (m,...,mY) et q° = (¢f,. .. 7q2+1) deux vecteurs tels que :

a k fixé, Prp(m®, q") est minimal

Soit 1 <r <k
On note
(I)(QT) = Pk(moy qO,r)’
0

N O,r __ 0 0 0
ouq = (QOP . 'aqr—laqraqr+17 cee >Qk+1)‘

0.5.2 Utilisation de 'optimalité

Dans cette partie, nous allons exploiter I'optimalité de ® en ¢C.
D’apres les définitions,
1 0 0
O, ® = 0y, Fpy — §qr(mr_1 —m,).

On utilise alors le calcul effectué en (0.3.5) pour obtenir :

m% —m0_
0, 2(ar) = "= (4, ~ Bls, 7))
Or, 0,,®(¢°) = 0, soit :
E[S, 1 F] 0o q
qT:qr

0.5.3 Théoreme préliminaire
On introduit les quantités suivantes :

Hii(ob, 0%) = Hy(at,0%) = Z VtH (o) + Z af(h ++V1—-tB

=12 i<N

Fou = Fp,1 =log Z exp Hlt(o'l7 0'2),

Ryi2=u

Fj ,, la suite de v.a. ainsi construite,

)

Ut u) = %E[Fl J

j .
Vk+1,?

),

23

(0.5.2)

(0.5.3)
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Remarque. Compte tenu des définitions précédentes, nous avons :

(1) = W(t,u).

‘j .
Vi,

On constate également que lorsque v = 0, Hy (o', 0?) = Z” O'g (h + B ) ne dépend

plus de t.

Théoreme 0.5.1. Conformément aux notations précédemment introduites, on a, pour
tout t, u, r :
(1 —4tM)

T = ) (V).

Dans cette section, on note

Vigr = log Z Ho (ot 0?)

ol,o?

= log(cosh x; cosh xg cosh A\ + sinh x; sinh 9 sinh \),

et on définit V;, | < k comme en (0.2.3) en utilisant les vecteurs n®, q°.
On peut établir la relation suivante entre n et V :

comme
Z exp Hy(o!, 0?) < exp(=ANuw) Z exp (Ho(al, o?)+h Z ailaz-?),
Ri2=u ol,o? i<N
ona:
Fk+1,0,u < Vk+1 — ANu + 2N log 2
n(0) < Vo —Au+2log2

k
U(tu) < 2l0g2+ Vo~ u—t > m(0(afyr) — 0(af)) + M (u — g) + c(N),
=1

olt pour la derniére inégalité on a utilisé le théoréme [0.4.3]
On va s’intéresser a V comme fonction de A pour optimiser la majoration précédente.

Lemme 0.5.2. On a :
i. Vo(0) = 2Fp,
ii. 0\Vo(0) = E[S,—1F?] = ¢,
iii. Vo(\) est une fontion convexe,
iv. |BV] < 2.

Démonstration. 1. Cette assertion est une conséquence immédiate des relations
(0.4.2). En effet, lorsque A = 0, on remarque que Vi1 = Fi | = 2F) 1
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ii. Cette proposition est également une application des relations (0.4.2)).
On utilise la formule ((0.3.1]) :

Vo(0) = E[S;_;Viq(0)]
= E[W{...W}tanh(B,, ) tanh(B7, )]
- B [Wl W, AE[W, ... W, tanh(ka+1)\]:£]2]
= E[S,_1F?

L’assertion est alors une conséquence immeédiate de la propriété d’optimalité
(10.5.3]).

111. La convexité de V| se déduit du lemme [0.3.5

iv. Ce résultat est une conséquence de[0.3.4] En effet, en étudiant Vj1 comme fonction
de cosh()) et sinh(\), on remarque que :

0\ Vier1| < 1, [03Visa| < 1.
Or, nous avons également vu que :
E[|S,|] = E[S,] = 1.

Le résultat est alors immeédiat.
O

Lemme 0.5.3. Pour toute fonction o convexe de dérivée seconde bornée par L, on a :

. o' (0)?
1r/{fa()\) < a(0) — 5T

(0.5.4)

Démonstration. a étant convexe, notons Ag le point ol elle atteint son minimum. On a
alors :

a/?(o) _ 06/2(/\0)

A "0 (s)a (s)ds

0

0/2(0) < 2L(a(0) — a(Ag))
0/2
a(r) < a0) — 220)

O]

On applique ce résultat a a(\) = V() — Au qui vérifie les hypotheses d’apres le lemme
0.5.2)

) — ul?

. 7 < 7
uif(Vo()\) ) < 2F, 1

On obtient ainsi la conclusion du théoreme [0.5.1] :

W(t,u) < 20(t) — (5 — tM)(u — q))*.
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0.6 La formule de Parisi

On va chercher & établir le théoreme suivant :

Théoreme 0.6.1. Pourt <tg, on a :

lim () = 3(1).

N—o0

Il suffirait alors de montrer que l'on peut choisir ¢ty aussi proche de 1 pour pouvoir
démontrer la formule de Parisi (cf. remarque ultérieure).

Démonstration de la formule de Parisi. La preuve se décompose en deux étapes.

1. Une premiere inégalité est conséquence de la borne de Guerra obtenue lors du
théoreme [0.4.1} En effet, comme

£(z) — z€'(q) + 0(q) > 0,

cette borne peut s’écrire sous la forme :

p(1) < —*Zml (@+1) — 0(ar)) + c(N).

Or, on remarque que, d’apres la défintion de ¢ :
(1) = yElog Y, exp (H(U) +hien Uz’)
¢(0) =log2 + Fp
On obtient ainsi 'inégalité :
1
NElogZexp (H(a’) +h Z ai> < Pr(m®, q°) + ¢(N).
o i<N
Soit,

JbElogza:exp (H(a') +h Z Uz’) < P&, h).

<N

7. Pour la deuxiéme, on va utiliser le théoreme [0.6.1
En effet, nous avons d’apres la borne de Guerra (0.4.1))

¢'(t) < L+ c¢(N).

Remarque. Dans un soucis de précision en ce qui concerne les constantes, on re-
marque que :

k k
Q') < %Z( (qi+1) )+%Z —my—1) +¢(N)
=0 =1
< %(0(1)+1)+C(N).

Pour le modeéle L= ”82;1.
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Soit,
lim lo(1) — @(to)] < L(1 — to).

Or, d’apres le théoreme o(to) = ¥(to) :
ﬁmj\?up (1) = ¥(to)| < (1 — to).

On a ainsi :
lmsup (1) ~ (D] < lmenplie(t) ~ p(io) + lmsup (1) ~ (o)
< L(1—to) + L(1 = to)
limsup [p(1) —¥(1)] < 2L(1 —to).
N

On remarque que ¥(1) = Px(m?, q°) d’ott le résultat :

Pk(mo, qO) —2L(1 —tp)

A\

lim sup (1)
N

V

P&, h) — L(1 —tp).

Le résultat final s’obtient en faisant tendre ¢ vers 1.

Ce théoreme repose sur la proposition suivante :

Proposition 0.6.2. Soit ty < 1, il existe une constante K (indépendante de N ) telle
que, ayant défini (m°, q°) comme en (0.5.2), pour tout e; > 0, pour tout 1 <r <k ,
pour tout t < tg et pour N assez grand, on a :

Mr(ﬂ{wl7a2>;<31,2—q9>2zf<<w<t>—w(t>>+e1}) < €.

Remarque. Cette proposition peut se voir comme une concentration de Ry 2 autour de
q° sous la mesure /..

Démonstration du théoréme[0.6.1. Comme ¢ est de classe C? donc de dérivée seconde
bornée sur [0, 1], la formule de Taylor nous donne :

E(R12) — £(q)) + (¢ — Ri2)€'(¢)]
|€(R12) — R126'(g2) + 0(¢Y)|

On utilise alors la proposition [0.6.2] :

pr(§(Ri2) — Ri2€ (¢Y) + 0(qY))

< M(Rip—q))?

< M(Ri2—q2)>

pr(M(R12 — q2)?)

200 (Ruz = a)? = K(w(t) = o(1) + 1)
+2M iy ((Rip = a)? < K(5(8) = 9(1) + 1)

2Mey + 2M K (¢¥(t) + ¢(t)) + 2Me;

QMK (¢(t) + o(t)) + 4Mey

IN

IN

IN A



28 TABLE DES MATIERES

ou on rappelle que M = I[na?( ¢’ et K est la constante intervenant dans la proposition
0,1
0.6.2)

Le théoréme nous donne alors (sachant que ¢(0) = 1(0)) :
(W) — o) < MK @(E) — (1) + AMe,
W)= ot) < AMat+2MK [ (05~ os)ds

t
< 4M61t+/ AMeys2M K e2ME(t=9) g
0

1+ 2MKt — e2MKt>

AMet+ 8M2Key( BT

2
S %EI(QQMKtO—l),

ou on a utilisé I'inégalité de Gronwall pour obtenir la troisieme inégalité.

La borne de Guerra assure la positivité de (t) — ¢(t). K doit donc étre positive
comme nous allons le montrer dans les propositions a venir.

Le résultat est obtenu en prenant €; aussi petit que I'on veut. ]

Pour établir la proposition [0.6.2] on va utiliser le théoreme [0.5.1] pour démontrer la
proposition suivante :

Proposition 0.6.3. Supposons qu’il existe eo tel que :
U(t,u) <2p(t) — €.
Alors il existe K' indépendante de N telle que,
-
/’[’T(]]‘{Rl,QZU}) < K'e ©.

Démonstration de la proposition [0.6.3. Notons K (t) = =1 ]a constante intervenant
dans le théoreme Soit €; > 0. Supposons que :

(u—¢)? 2 2K(1)(9(t) — (1)) + €1
Le théoréme nous dit que des lors que K(t) >0 :

W(t,u) < 26(0) = 105

+ 2¢(N).

L’hypothese de la proposition [0.6.3] est alors vérifiée pour N grand, en posant €3 =
€1/K — e3. D’oli, comme R 2 peut prendre au plus 2N + 1 valeurs :

o
(Lot o2 (aa- @ KOO oy ey ) < N+ DE'eR.

La proposition s’obtient en prenant N assez grand. ]
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Remarque. C’est la condition K (t) > 0 qui va nous contraindre a choisir ¢t < ty. En effet,
celle-ci s’écrit :

1-4tM > 0
1

t < —
- AM

Soit tg = 1/4M. Pour établir les propositions précédentes, il suffit alors de choisir K =
K (tp).

Le probleme est que nous ne pouvons pas alors faire tendre ¢y vers 1 en général. En effet,
cela reviendrait a avoir M < 4, soit dans le cas du modele

B <2V2.

On n’obtient ainsi la formule de Parisi que pour des températures élevées. De plus, si
nous avions obtenu un tel résultat pour tout 3, nous aurions : limy ¢(t) = ¥ (t) quel que
soit k, ce qui est impossible.

Finalement, la proposition [0.6.2) repose entierement sur le lemme suivant qui décrit une
propriété de concentration des v.a. gaussiennes.

Lemme 0.6.4. Supposons que
E[F1,] < E[F|] — eN.

Alors, il existe K’ tel que :

Démonstration de la proposition [0.6.3. Une simple division par N permet de vérifier que
les hypotheses du lemme et de la proposition sont identiques. Pour le reste, on a vu que,

grace aux formules (0.4.2), on a :
E[Sk(f)] = pr(f)-

Démonstration du lemme. Posons U = <H{R1,2:u}> <1
On remarque que

EW,.. W U|FB] < 1.

On va prouver par récurrence descendante que :

Fiiyiy > Fiq +

B
P— log E[Wyy1 ... WkU‘fvl-&-l]'

Lorsque [ = k, cela découle des définitions.
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Sinon, en utilisant le fait que m; < myyq :

1
Fiiw > Fig+ p— logE[Wi41 ... WkU\ff]
expmiFip1, > E[Wy... WkU|7£+1] expmFiiq
= VEWy .. . WiU|FS] JexpmiF

B
E(W,.. W,U|F,,, |expmuF,

En conditionnant par rapport a ]—'5 et en prenant le logarithme, on obtient le résultat
annoncé. Soit, en [ = 0,

log E[W, ... W, U|FZ] < mi(Fru — F1),
soit, en prenant ’espérance :
ElogE[W; ... W,U|FF] < —eamiN.

Comme mp > 0, le lemme découle d’un résultat de concentration de la mesure pour des
v.a. gaussiennes. O

Remarque. on n’a pas utilisé I'optimalité en mP...

Conclusion

Nous avons ici repris la preuve donnée par M. Talagrand en la reformulant de maniere
plus analytique. Cependant, bien que cette démarche ait permis de confirmer la véracité
de la conjecture de Parisi a haute température, elle ne nous a pas amenés a conclure
dans le cas général.
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