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Moindres carrés

1 Moindres Carrés & Estimation

1.1 Le modéle

On considére le modéle de régression linéaire :

Vie[1,n], yi = a1z + ao + &5,

2

U R e

Qo

18
19

20

(1)

., T, sont des variables & valeurs réelles et (¢;);c1,... n} est une famille
de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées, de carrés inté-



Remarque 1.1 - Les quantités ag, a1, T1,..., T, sont des réels. Les
quantités €1, ...,€n,Y1,-- -, Yn sont des variables aléatoires. L’objec-
tif est d’estimer les valeurs des paramétres ag, a; et o connaissant
les valeurs (x;)1<i<n €t (¥i)1<i<n-

On introduit les notations suivantes :
* les moments empiriques : pour tout £ € N, on note

n
— 1
a:’“:fg zh,
n -

* les (co)variances empiriques :

Remarque 1.2 - On suppose que, pour tout k& entier inférieur
ou égal & 4, les quantités z* et s, , restent bornées lorsque n tend
vers +00. Pour prouver la consistance des estimateurs de ag, a; et
o2, on supposera que £, posséde un moment d’ordre 4 et on notera

Ha = E [8411]

La méthode des moindres carrés (cf. Section C) permet d’estimer les para-
meétres a; et ag par les quantités :

~ Sz,y

a = 2=y P
oo (2)

o =7 — a1T. (3)

On introduit alors les variables prédites :
Ui = @12, + o (4)
et Perreur résiduelle commise :
€i,R = Yi — Ui (5)

1 < N
5% = (yi — yi)2 . (6)
=1

n— 24

(3



Remarque 1.3 - Les quantités aj, ay et s? sont des variables
aléatoires dépendant du nombre n de variables explicatives. Nous
montrons par la suite que, lorsque n est grand, ces quantités sont
proches des valeurs des paramétres ag, a1 et o2. De plus, on montre
que les erreurs commises suivent asymptotiquement des lois nor-
males. Le théoréme suivant précise ces notions.

Théoréme 1.1 - Convergence des estimateurs

Les variables aléatoires @i, ap et s? sont des estimateurs sans biais et
fortement consistants de a1, ag et o respectivement.

De plus, il existe des suites de réels sq ,, S2.n €t s3,, telles que les suites

) o __ - 2 3 ]
de variables aléatoires (ao “°>7 (‘“ ‘“) et (s g ) convergent en loi
S1,n S2,n S$3,n

vers des lois normales centrées réduites.

Erreurs suivant une loi uniforme sur (-3, 3]
Distribution de a, ~ Distribution de ap ~ Distribution de s?

S % % & =

295 3.00 3.05

1.0 —

/

E S
EAE S

295 3.00 3.05 n 12 13 20 30

FIGURE 1 — Histogrammes et fonctions de répartitions empiriques pour 10000
simulations avec des valeurs (x1,...,2100) fixées.

Remarque 1.4 - On distingue (voir la Définition A.1) les estima-
teurs :

% consistants : qui convergent en probabilité,

x fortement consistants : qui convergent presque siirement.
La convergence presque siire impliquant la convergence en probabi-
lité, si un estimateur est fortement consistant, alors il est consistant.
Nous faisons toutefois le choix par la suite de prouver d’abord la
consistance car elle fait appel a des outils plus simples, essentielle-
ment l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev (voir le Théoréme A.1).

Les propriétés de forte consistance reposent sur une généralisation
de la loi forte des grands nombres, via le critére de Kolmogorov,
ou les variables aléatoires ne sont pas toutes de méme loi (voir le




Théoréme B.2).

Les convergences en lois reposent sur une généralisation du théo-
réme central limite, via la condition de Lyapunov, ou les variables
aléatoires ne sont pas toutes de méme loi (voir le Théoréme B.3).

1.2 Interprétation en termes de projection
Posons

Y1 1 T

vy=|:|.v=v-Ey,x=|: :|etH=xx"X)"

XxT.

Proposition 1.1 - Projection orthogonale

En utilisant les notations précédentes, H est la matrice d’un projecteur
orthogonal,

—~ ~ 12
Y-V = (I, - H)Y et (n—2)52:HY—YH .

Preuve. Voir Annexe C O

1.3 Calculs préliminaires

Proposition 1.2 - Résultats en moyenne

Soit i € {1,...,n}. Comme la variable aléatoire ¢; est centrée,

E [y = a1x; + ag et E[y] = a1T + ao.

2

Comme la variable aléatoire €; est de variance o et que les (g;) sont

indépendantes,

2
. ag
V(y;) =0% V() = - et Cov (y;,¢5) = Cov (y;,y;) = 025, 5,

ol 0; j, le symbole de Kronecker, vaut 1 si ¢ = j et 0 sinon.

Preuve. Pour les espérances, on utilise la linéarité de 1’espérance et 'hypothése
E [¢;] = 0. Pour la variance, comme a1z; + ag est déterministe,

v (yz) =V (alxi +ap + Ei> =V (67;) .

L’indépendance permet alors d’obtenir V (7) = 25 > V (y;).
i=1



D’aprés la bilinéarité de la covariance,

Cov (ys,¢5) = Cov (a1x; + ag + €4,¢5) = Cov (g;,¢5) = 0261”-.

1.4 Calculs de moments

Proposition 1.3 - Sommes de v.a. indépendantes

x @y est une somme de variables aléatoires indépendantes :

Z(Ii —T)e;. (7)

x ay et 7 sont non corrélées : Cov (7,a;) = 0.
x L’erreur quadratique s’exprime ainsi :

n

= — (Z(ei 9 — (ol = ca)2> )

=1

Preuve.
x D’apres la définition de @; rappelée dans la relation (2),

n
NSy x (d\l - al) = Z(IZ - E)(yl - ?) — NSg 01

=1
n
= Z(ﬂ?z —Z)(yi — Y — a1z + a1 T)
i=1
= Z(gcZ —Z)(e; + ap — € — ap)
=1

* D’apres la définition de agp rappelée dans la relation (2) puis la relation (7)



précédente,

NSz (G — a0) = Y (Sz0 — T(wi —T)) e = (P -7 - zﬁ+f2) £

1 i=1

- zn: (ﬁ—x@) g = 2": (P—xif) €i-

i=1 =

En utilisant la bilinéarité de la covariance et la relation (7),

nzstCOV (57 d\l) = Z Z Cov (yl7 yj)(mj - E)

En reprenant les définitions,

yi — Ui = (a1 — a1)z; + (ap — ao) + &;-
Or,ap =9 —a1T —Z et ag =y — a1 T. Ainsi,
€i,R =Yi — Ui = (a1 —a1)(x; — @) + (g5 — €).

En injectant dans la définition de s2,

2
iR

I
M=

(n —2)s? 5

1

.
Il

Il

@
I
—

ot 2(ay — @) (s —T)(5; — 7))

Or, d’aprés le point précédent,

Ainsi,

(n—2)s* = Z(ez —2)?2 — NSy z(a; — a)?.

(a1 — @)% (xi —7)* + (s — )% + - -

(10)



Proposition 1.4 - Moments de a;

La variable aléatoire a; posséde un moment d’ordre 2 :

0.2

E[di] = o1 et V (d) =

NSy z

Preuve. En utilisant la relation (7) de décomposition de @3 comme somme de
v.a. i.id.,

Preuve. En utilisant le calcul de E [a3],
Ela) =E[y] —E[a1]T = 17 + ap — 01T = ag.

D’aprés la Proposition 1.3, comme a; et § ne sont pas corrélées, puis en
utilisant le calcul de la question précédente,
V(@) =V —arT)
=V @)+ V (@) - 2Cov (7. @)
o? 7202

n NSy x

Z —|— nz?

M

nZ(x —I)? i=1 ns’””



2 Le cas gaussien

On suppose ici que les variables aléatoires (g;);cn suivent une méme loi
gaussienne .4 (0,0?). La stabilité des lois normales et le théoréme de Cochran
permettent ici d’effectuer des calculs de lois explicites.

Proposition 2.1 - Lois des estimateurs (cas gaussien)

Si(e1,...,&,) suivent des lois gaussiennes, alors aj et ap suivent des lois
. —2)s2 . . . .
gaussiennes. De plus, % suit une loi du x?(n — 2). En particulier,

E [32] =o?et V(SQ) — 20%

n—2"

Preuve. Comme aj est une somme de v.a. gaussiennes indépendantes (voir la
relation (7)), alors @ suit une loi gaussienne. Les calculs de Pespérance et de la
variance de a; (voir Proposition 1.4) permettent d’obtenir :

0.2
0?1<—>JV(a1, )

NSy ¢

s

Comme ap est une somme de v.a. gaussiennes indépendantes (voir la rela-
tion (8)), alors ap suit une loi gaussienne. Les calculs de l'espérance et de la
variance de g (voir Proposition 1.5) permettent d’obtenir :

2.2
~ o‘x
ag — N (ao, ) .
NSy,
L’interprétation en termes de projection orthogonale (cf. Section 1.2) permet
d’écrire

12
(n—2)s® = HY - YH — (I, — H)Y|7.
Comme (I, — H) est un projecteur orthogonal sur Im(Z,, — H) et que
dimIm(I, — H) = Rg(I, — H) = Te(I, — H) =n — 2,

d’apreés le théoréme de Cochran (voir Théoréme B.4),

(71;722)82 — x%(n —2).
En utilisant les propriétés de la loi du x?2, on obtient E [(";73)82} =n — 2, soit
E [52] =02
et V ((n;22)32) = 2(n — 2), soit V (s?) = % O



Remarque 2.1 - Dans le cas gaussien, us = E [s‘ﬂ = 30 Le
calcul de la variance de s? sera généralisé (Voir la relation (11))
a des variables aléatoires de loi quelconque possédant un moment
d’ordre 4.

Remarque 2.2 - Dans ce cadre, les normalités de a7 et ag sont donc
évidentes. Comme la loi du X2 converge asymptotiquement vers une
loi normale, la normalité asymptotique de s? en découle.

3 Etude de a et a;

3.1 Calculs de biais

Proposition 3.1 - Biais de a1

L’estimateur a; est un estimateur sans biais de a;.

Preuve. Conséquence immédiate des calculs de moments de la Proposition 1.4.
O

Proposition 3.2 - Biais de ag

L’estimateur @ est un estimateur sans biais de ag.

Preuve. Conséquence immédiate des calculs de moments de la Proposition 1.5.
O

3.2 Consistances de a;

Proposition 3.3 - Consistance de a;

L’estimateur a; est consistant.

2
el
NSgz,¢

obtient bien lir_~r_1 V (a1) = 0 et la convergence en probabilité de a; vers son
n—-+0oo

Preuve. D’aprés la Proposition 1.4, V (a1) = Comme s, , est bornée, on

espérance aj. O

Proposition 3.4 - Forte consistance de a;

L’estimateur a; est fortement consistant.




Preuve. D’aprés 1écriture de a; comme somme de v.a. i.i.d. de la relation (7),

1 n

NSz, x =1

ay —a) = (Jﬁz — f)e’:‘i.

Posons Z; = &P Alors, E Z:] = —zs;jE e ]=0et V(Z;) = (@:-7)° 2.

Sz,x ’ si,z
Ainsi,
" VI(Z;) 0?2 & (v; —7)?
D e 9D D
i=1 T =]
Posons V; = > (z; — %)%, En utilisant une transformation d’Abel,
j=1
- (z; —T)* V= Vi
P e D
i=1 i=1
n n—1
=Y 5Tt
o =0 (i+1)2
/1 1
= 5 sz 7Vn
; (ﬂ it 1)2> Tz
Comme % = 5z, est le terme général d'une suite bornée, alors
lim ¥ = 0. De plus,
n—+oo ™
1 1 20+ 1 2V;
S ) Vim V2
i (i+1) i2(i+1)2 i3

Comme (V;/i) est supposée bornée, alors cette quantité est dominée par 1/i>
et, d’aprés les critéres de comparaison aux séries de Riemann, il s’agit du terme
P 5 L. . (z; 75)2
général d’une série convergente. Finalement, ) 5 ===~ converge.
D’aprés la loi forte des grands nombres de Kolmogorov (voir Théoréme B.2),

a1 converge presque sirement vers aj. O

3.3 Consistances de q

Proposition 3.5 - Consistance de aqy

L’estimateur ag est faiblement consistant.

Preuve. D’aprés la Proposition 1.5, V (ap) = gzﬁ

Ainsi, comme z2 et Sg.z SONt

Sz,x

bornées, on obtient bien HI_P V (ap) = 0 et la convergence en probabilité de
n—-+oo

ag vers son espérance ag. O

10



Proposition 3.6 - Forte consistance de ag

L’estimateur ag est fortement consistant.

Preuve. D’aprés la définition,

o~

W=Y— QT =a1T+ap+&—a1Z = (a1 —a1)T + &+ aop.

D’aprés la loi forte des grands nombres, £ — 0 presque stirement. D’aprés la Pro-
position 3.4, a; — a1 presque siirement. Comme T est bornée, en additionnant
les convergences presque siires, Gy — ag presque siirement. O

3.4 Normalités asymptotiques

Proposition 3.7 - Normalité asymptotique de a;

Il y a convergence en loi :

Preuve. On reprend 1’équation (7) d’écriture de G comme somme de v.a. i.i.d. :

n

1

nsg,a 4

d\l —ay = (LEZ - f)é‘i.

=1

On pose Z; = (z; — T)e;. Alors, en utilisant I'indépendance,

(E:Z>-—naszx

Ainsi, en rappelant que py = E [5?],

n

1 < 1 _
a(n)* ;E [Z;l] B n20432 Z(ch B x)4u4

n
Ha 1 _
= X - (ai-D)
notsy,  n
n [ — JE—
Comme L 3 (z; — 7)* s’exprime & l'aide de 7, 22, 23 et x4, cette quantité est
n

=1
bornée. Ainsi,

n—>+ooa' 4ZE Z4 -

11



La condition de Lyapunov du Théoréme B.3 est satisfaite, soit la convergence

en loi :
n

1

=
oSy 3

(ZIJZ‘ — f)é‘i — JV(O, 1)

Proposition 3.8 - Normalité asymptotique de ag

Il y a convergence en loi :

NSg,x

= (ao — a()) — JV(O, 1)

o2x

Preuve. En utilisant la relation (8),

n

Z (ﬁ — xﬁ) E;-

i=1

1

NSy

ag — ag =

En posant Z; = (22 — 2,T)¢;, alors E[Z;] = 0 et

n

n
222 V (Z;) —025 2 — ay;T)
i=1
=2 {n(:ﬁ) — 27222 + nEQIQ}
= no’z? <x2 — 52) = n025$@x2.

Ainsi, en utilisant un raisonnement similaire a celui de la démonstration
précédente,

n
_ 4
Bl = 23 (7)o
SO Z ;
n20is2  (22)2 =
La condition de Lyapunov du Théoréme B.3 est satisfaite, donc

1

2

zn: 22 — 2;T)e; — N (0,1),

no?s,, 222 i=1

soit la convergence en loi attendue. O

4 Etude de s’
4.1 Calcul de biais (I)

12



Proposition 4.1 - Biais de s?

L’estimateur s? est un estimateur sans biais de 2.

Preuve. Comme E [a1] = a1 et que les variables (g;);en sont centrées,

o2

Bl ) =V @)= 7

)

n—1 1
E[-2?=V(i-8)=V - €¢+EZ&Zj
J#i
(n _21)202+ n_2102 _ n—lgz.

n n n

Finalement, d’aprés la relation (9) de décomposition de s2,

n

E[(n-2)s’] =E Z(az —2)? —nsga(ag —ar)?
=(n—-1)0%—-0%=(n—-2)0°

Ainsi, E [52] = 02 et s% est un estimateur sans biais de o2. O

4.2 Calcul de biais (II)

On propose une autre stratégie (voir ZHANXIONG 2019) pour calculer le biais

de s2 qui repose sur I'interprétation en termes de projection.

Preuve. En remarquant qu’une norme est un réel, elle est égale a sa trace et on
obtient :

E[(n-2)s’ =B {HY - ?m —E [H(In - H)ffm
—E [Tr (?T(In - H)}N/)} —E [Tr ((In - H))717T>]
_ ((In —H)E {??T]) = Tr (I, — H)o?I)
=o’Tr(I, — H) = (n—2)0>.

13



4.3 Consistance

Proposition 4.2 - Consistance de s

4

L’estimateur s2 est faiblement consistant et V (52) A

Prewve. Notons P = (pij)i<ij<n = In — H et rappelons que
YYT = (g,65)1<i, j<n- Alors,

E[(n-22%' =E _(?T(In - H)f/) 1

E :_Tr (?T(In ~H)YYT(I, — H)?)]

=B [T (- P71, - 777

_E zn: zn: { YYT] [(In . H)?}N’T} ‘
Li=1 k=1 ik b
=E Z Z Z Z DPitELELPK m5m51‘| .
Li=1 k=1 ¢=1 m=1

Remarquons que, si un indice est distinct de tous les autres, par indépen-
dance et centrage, alors le terme est nul. Les termes restants sont donc les
suivants :

x i=k=4/0=m,

« (i=k) % (L =m),
k(i =0) # (k=m),
w (i=m)+ (k=10

14



Comme PT = P, alors Die = Dy,i €t

Bl 2% =S 2B+ B2 B2
i=1

i=1 ££i

i Z Zpi,ipk,kE (7] Efef] +--

i=1 k#i

0 piapesiB €] B [€]]

i=1 0#£i

n n
= Ha Zp?,i +o Z Z (0% ¢ + piipec + Piepei)
i=1 i=1 (i

n n
= iy prl + ot Z (Z (2piepe,i + m,mz,e))
i=1 i=1 \ ¢i

n n

n
= (na —30") > PP+ 0" Y (2pipei + piive)
=1

=1 (=1

= (pa —30") Y pli+ 0" (2Te(P?) + Te(P)?) .

i=1
Comme P est un projecteur, Tr(P?) = Tr(P) = Tr(I,, — H) =n —2 et
E [(n—2)%s"] = (s — 30%) Zp?z +n(n —2)o.
i=1

Ainsi,

4 n
2 pa — 30 2 n_ 4 4
V(S):(n—2)2 pi’i+n—2a —e
i=1
_M4_3J4 - 2 2 4
BCE) izlpm'-i-n_zo

15



Rappelons enfin que P =T — X(XTX)"1XT. Ainsi,

XTXn<1 a;)
r T

0 ()

(X7x) 7 xT = L (o wmT e a? o aT
NSy« -+ T —T+ Xy
3 - —~ .2
Dii=1— o, (fo:rix—:riijxi)
T,T
5 22 =20, +2? (22 — 22,7 + 22)?
Piy=1-2 + 2.2
NSy 4 n?s .

n
2 i=1

— 2,2 n282

1=

—n—4
n * nsgjiE
Ainsi,
o Ha—30% gy —30t [3(22)% — 423 T+ 27 A
V(s): n—2 +(n—2)2 ns2 2t e (11)
 pa—ot g — 30t 3(?)2—4E~f+ﬁ72 (12)
C on-2 (n—2)2 nsz . '

Comme les quantités =, 22, 23 et 2% sont bornées, alors V (52) — 0 et
I'estimateur s? converge en probabilité vers o2. O

Remarque 4.1 - Dans le cas ou les variables aléatoires sont gaus-
siennes, alors 4 = 30*. On retrouve bien la variance obtenue dans
le cadre de la loi x%(n — 2) (voir Section 2).

Proposition 4.3 - Forte consistance de s>

L’estimateur s est fortement consistant.

Preuve. Nous allons pour cela utiliser la relation (9) :

1 n
2 _ 2  ~2
s = — <§ (e, — ) NSz (a1 —a1) )

=1

16



D’aprés la consistance de I'estimateur aj,

dim (a1 — @) =0 ps

De plus,

R o 1 &, 1 " ’
—Qizl(gi_g) :n—QZEi_n(n—Q) (Z_ZIEZ> '

D’aprés la loi forte des grands nombres,

1 = 1 =
n_lﬂloonzel 0 p.s. etn_1>moon26 =02 ps.

Comme s, , est bornée, en additionnant les convergences presque sfires,
lim s? =02 ps. O
n——+00

Proposition 4.4 - Normalité asymptotique de s

Il y a convergence en loi :

— (=0 .
Viraa (e =) — 4 0.)

Preuve. Rappelons que d’aprés la relation (9) de décomposition de s2,

S

(71—2).92:Zsf—mﬁ:zfnsam;(al*Cll)2
i=1
n
2 2y Vvn 2 2 _”\/572_”\/5396,36 2 2yn
V(s U)_n—Q (& ) n—28 n—2 (a1 =) +n—2a'

Etudions la convergence de chacun de ces termes.

* Comme o2 est constante, %02 — 0 presque strement, donc en pro-
babilité.
* D’apres le théoréme de la limite centrale,

fzsz — H(0,1).

17



Ainsi, d’aprés le théoréme de Slutsky B.1,

nvn [ 1 — ’ n 1 & ’
() - (G

i=1

— 0 en probabilité

*x D’apres la normalité asymptotique de a; (voir Proposition 3.7),

Ainsi, d’apres le théoréme de Slutsky B.1 et le caractére borné de s, 4,

ny/n 5 /n

Sm,z(al - a/\l) - n— Zsz,x (\/ﬁ(al - a/\l))

— 0 en probabilité

n—2

n
* En posant g; = £2 — o2, alors Y &; est une somme de variables aléatoires
i=1
indépendantes, centrées et de variance

V(E) =E[(& - 0% B[] ~ 20077 +0* = s — 0.

Ainsi, d’aprés le théoréme central limite,
L
vn

Finalement, le premier terme converge en loi vers une loi normale et les autres
convergent en probabilité vers 0 donc, d’apreés le théoréme de Slutsky B.1,

D& — N0, pa — o).

i=1
Vn(s? —o?) — (0, g — o).

A Estimateurs

Définition A.1 - Estimateurs

Soit #,, un estimateur de 6.
% 0, est un estimateur sans biais si E [0,,] = 6.
x 0, est un estimateur consistant si (6,,) converge en probabilités
vers 6, i.e.

Ve>0, nEIJIrlooP(|6‘n—0| >¢e)=0.

* 0, est un estimateur fortement consistant si (6,,) converge presque

18



stirement vers 6, i.e.

P( lim Hn:t?) = I
n—-+oo

Proposition A.1 - Consistance & Variance

Si 6,, est sans biais, posséde un moment d’ordre 2 et V (6,,) — 0, alors
0 est un estimateur consistant.

Preuve. En effet, d’aprés I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

0<P (6, -0 >¢) <

On conclut a 'aide du théoréme d’encadrement. O

Proposition A.2 - Normalité asymptotique

Si Si (0, —0) converge en loi vers une loi normale, alors on peut construire
n
un intervalle de confiance pour la valeur de 6.

Preuve. Notons ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
Comme (%) converge en loi vers la loi normale centrée réduite, alors pour
tout a < 3,

iin_ P (257 € fa8]) = 2(3) - 9(a)

n—+00 Sn

lim P (0 € [0, + asn, 0p + Bsn]) = P(8) — P(a).

n——+oo

B Théorémes probabilistes

Théoréme B.1 - Théoréme de Slutsky (cf. ATHREYA et LAHIRI

p. 290)

Soit a un réel et (X, )nen, (Yn)nen deux suites de variables aléatoires
telles que X,, — X en loi et Y,, — a en probabilité. Alors,

(1) X, +Y, — X +aenloi
(1i) X,Y, — aX en loi,
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Théoréme B.2 - Critére de Kolmogorov (cf. ATHREYA et LAHIRI

p. 259)

Soit (X;)ien une suite de variables aléatoires indépendantes telles que
E[X,] = 0 et YY) converge. Alors, L(X1 4+ -+ X,,) converge

n
presque stirement vers 0.

Théoréme B.3 - Condition de Lyapunov (cf. ATHREYA et
LAHIRI p. 348)

Pour tout n € N, on suppose que (X, ;)igj<r, €st une suite de va-
riables aléatoires indépendantes. On suppose que les X, ; sont centrées,
possédent un moment d’ordre 2 et on note UZJ =V (X, ). On pose

2 S
Sp = Z Un,j'
j=1

S’il existe § > 0 tel que

. 1 & 245
Tim Q—HZEDXTL,H ]:0,

n—-+oo
Sn F=il

alors, il y a la convergence en loi

1 &
=Y Xn; — H(0,1).
Sn

Jj=1

Théoréme B.4 - Théoréme de Cochran

Soit X = (Xy,...,X,) un vecteur gaussien de loi A (u,0%1,) et F un

sous-espace vectoriel de R™ de dimension d. On note pg (resp. ppi) la
projection orthogonale sur F (resp. F'1).

* Les variables aléatoires pr(X) et pp. (X) sont indépendantes et

suivent des lois normales. )

ler X—p? oy llprs X=n)]

* Les variables aléatoires

= - sont indépen-
dantes et de lois respectives x?(d) et x%(n — d).

C DMoindres carrés

Soient n € N* et ((x4,y:))1<i<n € (R*)™. On suppose que les réels x1, ..., T,
ne sont pas tous égaux a une méme valeur.
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On rappelle que
Y1 1 T
Y=|: |, Y=Y-E[Y],X=[: :
Yn 1 Tn
H=X(X"x)" x".
On cherche les réels A et p qui minimisent la fonction

n

FoOom) = O+ p— ).

=1

En notant h = <’l;>, on remarque que

FR) = Xh=Y|?=h"XT"Xh—h"XTY —YTXh+YTY.
Ainsi,
Vfih) =2XTXh-2XTY.

On remarque que la hessienne de f est

XTX:n<1 “;)
r X

L’inégalité de Cauchy-Schwarz assure que X' X est inversible et de déter-
minant strictement positif. La fonction f est ainsi convexe. R
Ainsi, 'unique point critique de f est le point satisfaisant V f(h) = 0 soit

h= (?) — (xTx)" X"y
1

I
3
8

[V}

| | =
~
8|
N—
[\v]
~—
VR
IH‘
8
L
S|
N———
VoS
S 3
g S
N———

I
%l
[V}
l —
—~
S
N—
[\v]
N
gw
)
Sl e
-
8l 5
Q@\H
g
N———
/O
<
(IJCI)‘
&RJ)EIJ
8 [ 8 |8
B e
S]]
\_/

Comme f est convexe, elle atteint un minimum en & et

Y = Xh=X(X"X)"' X"y = HY.

Proposition C.1 - Projecteur orthogonal

La matrice H est la matrice d’un projecteur orthogonal et Tr(H) = 2.

21



Preuve. On remarque que H” = H et H> = H. De plus,

Tr(H) = Tr (X(XTX)'XT)
=Tr (X"X)"'XTX) =Tr(r) =2.

O
Alors,
Y = HY
(Y -Y) = (I, - H)Y.
Remarquons enfin que
E[yi] = a1z; + ao,
E (7] = Elai] i + E[a] = a1z; + ao,
€1
soit E[Y] =E {}/}} En remarquant que Y = : |, alors YYT = (Ei&'j)lgi i<n
En
et
Y—?:Y—Ewyw?—pr
=Y - H(Y —E[Y])
= (I, — H)Y.
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