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Ces notes d’exposé sont inspirées du cours de Saint-Flour d’A. Guionnet.

1 Calculs préliminaires

1.1 Nombres de Catalan

Pour tout k& € N, on note C}, le nombre d’arbres orientés a k arétes.

En parcourant les noeuds de ’abre par ordre de filiation et de gauche & droite, on
établit une bijection entre les arbres orientés & k noeuds et les marches aléatoires
de longueur 2k issues de 0, restant positives et finissant en 0.

Lemme 1.1. Pour tout k € N,
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On appelle loi du demi-cercle la loi
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Lemme 1.2. Pour tout k € N, en notant my, = [, 2% do(z), on a

magr1 = O,
mor — Ck.

Démonstration. D’une part, d’apres le changement de variable x = 2sin 6,
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D’autre part, en effectuant une intégration par parties apres le changement de
variable précédent,
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Finalement, on obtient la relation de récurrence
mag = 4(2k — 1)mag—2 — (2k + 1)may,

ce qui permet d’obtenir
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2 Le théoreme de Wigner

2.1 L’énoncé

On considere une matrice carrée X € My (C) telle que X* = X, (X;;) sont
des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées, E[X;;] = 0,
E[|Xi|?] = 1/N.

On suppose que pour tout k € N,

sup sup E {|\/NX”} < C(k) < 4o0.
NeEN ij

On définit la mesure empirique des valeurs propres,
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ou les \; sont les N valeurs propres (réelles) de la matrice X.

Théoréme 2.1. Pour toute fonction continue bornée f,

lim / F(@) dLx(z) = / (@) do(z) ps.
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Remarque. La premiére intégrale peut s’écrire sous la forme
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2.2 Schéma de la preuve

e Montrer le résultat pour tout polynoéme
» Montrer un résultat de convergence en moyenne vers les nombres de Ca-
talan

1
Nt’r’(Xk) — Ck»]].QN(k).

» Utiliser Tchebycheff + Borel-Cantelli pour montrer un résultat p.s.

e Appliquer le théoreme de Weierstrass & f sur un intervalle (— B, B) avec B > 2
» Utiliser la compacité du support de o.
» Hypothese sur les moments de X.

Nous nous intéresserons dans ces notes qu’a une petite partie de la preuve, i.e.

1
Ntr(Xk) — Crlaon(k).

3 Démonstration

3.1 Réécriture

Soit Y = v/ N X. On développe la formule de la trace d’une matrice pour obtenir,

1
E{Ntr(xk)} = E[N*k/r"*ltr(yk)
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Remarque. o Compte-tenu de l'indépendance des entrées de la matrice ainsi
que de leur centrage, si une des entrées differe de toutes les autres, P(7)
sera nul. Formellement, s’il existe m tel que VI € {1,...,k} différent de m,
{it, 0141} # {im,im+1}, alors P(i) = 0.

e Chaque terme de la somme induit un graphe dont les sommets sont donnés
par les composantes du vecteur i.

L’objectif est ici de comprendre quels sont les P(¢) qui ont le plus de poids dans
la somme, et méme de montrer que ce sont ceux qui induisent un arbre comme
graphe!

3.2 Graphes

En utilisant le vecteur 7, on construit un graphe G(i) tel que

e j; est la racine

b S(Z) = {Zlaazk}

o A(i) ={iy — ig,...,ip — i1} (arétes non orientées)

On définit alors le squelette de G(i) noté G(i) de telle facon que
e 71 est la racine

o S(i) = {i1,...,ix}

e A(i) est obtenu en supprimant les arétes (non orientées) redondantes



Lemme 3.1. Pour tout vecteur ,
SO < [A@]+1,
avec égalité si et seulement si G est un arbre.
Démonstration. On effectue une récurrence sur |S(7)|.
e Si|S(i)| =1, |A(¢)] vaut soit O soit 1.
e On efface la racine de G(i) et les [ arétes issues de cette racine. On obtient

ainsi un ensemble de graphes connexes {Gfq, ..., ér}
Ces graphes satisfont les relations

SOI-1 = i, 18,
AW 1 = S0 14l

On obtient ainsi d’apres ’hypothese de récurrence,
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Le cas d’égalité dans le calcul précédent a lieu si et seulement si r = [ et ainsi
on a autant de composante connexe que d’arétes issues de la racine, ce qui
implique (par récurrence) qu’on est en présence d’un arbre.
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3.3 Conclusion

Nous avons remarqué précédemment que si P(i) # 0, toute aréte est répétée au
moins deux fois. On a ainsi
k
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On obtient ainsi pour le nombre de sommets,
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Il y a ainsi au plus nl31+1 termes dans la somme intervenant dans le théoréme.
e Si k est impair,
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ce qui conclut une partie du théoréeme !



e Si k est pair, on étudie deux cas distincts.
> Si|S(i)] < k/2+ 1, comme précédemment on a

nkET N Pi) — 0.
518 ()| <k/2+1

» Sinon, |S(i)| = k/2+ 1 et ainsi G(i) est un arbre & k/2 arétes. Chaque
aréte apparait donc exactement deux fois dans GG et on a ainsi,

P(i) =[[E {Y2+} ~ 1.
Finalement,
1 k . N —
Nir&h = 8{i;[S(0)| = k/2+ 1}

= f#{arbres a k/2 arétes}
= Ck.

La partie du théoréeme qu’on étudiait est ainsi démontrée.



