Il - Calcul matriciel

I - Matrices
1.1 - Définition

Définition 1 - Matrices

Soient n, p deux entiers naturels non nuls.

e Une matrice de taille (n,p) est un tableau de nombres
réels constitué de n lignes et de p colonnes.

e Le coefficient d’indice (7, j) d’une matrice est le coefficient
situé a la i° ligne et j° colonne.

e [’ensemble des matrices de réels & n lignes et p colonnes
est noté .y, »(R).

e Soit A € My ,(R). On note généralement

ail a2 v Qlp

a1 Q22 - G2p
A= . . . = (ai,j)lsz‘s"
. . : 1<j<p

Gn,1 Gn2 - Qnp

[ Exemple 1 - Matrices ]

1 3 2
° (0 1 1> E///2,3(R).

. G’ _11> € Mas(R).

2

Définition 2 - Matrices lignes / colonnes

Soit A € My ,»(R).
e Sin =1, alors A est une matrice ligne (ou vecteur ligne).
e Sip =1, alors A est une matrice colonne (ou vecteur co-
lonne).
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[ Exemple 2 ]

e Les matrices suivantes sont des matrices lignes :

(1 -1).G 3 -3

e Les matrices suivantes sont des matrices colonnes :

1
1 2
()2

—2
3

Définition 3 - Egalité entre matrices

Deux matrices A = (a;j)i<i<n €t B = (b;j)1<i<n sont égales
1<j<p 1<j<p
si elles ont méme taille et si, pour tout i € {l,...,n} et

j S {1) . 'ap}v ai,j = bZa]

I.2 - Opérations

Définition 4 - Somme, Multiplcation par un réel

SOient A= (azi’j)1<i§n, B = (bz,J)lglin € '//n,p(R) et a € R.
1<j 1<)

<j<p <Jj<p
e L’addition de matrices de mémes tailles est obtenue en

additionnant les éléments de mémes indices. Ainsi, la ma-
trice A+ B est la matrice de taille (n,p) et de coefficients
(€i,j)1<i<n définis par

1<j<p

Cij = @ij + bij.

e La multiplication d’une matrice par un réel est obtenue
en multipliant chacun des coefficients de la matrice par ce
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réel. Ainsi, la matrice a4 est la matrice de taille (n, p) et Définition 6 - Produit de matrices de tailles compatibles
de coefficients (dz’])iéﬁz définis par Soient A = (a”)}ézi’; € Mpp(R), B = <blj)%§;§§ € Myp(R). La
4 aa matrice C' = A x B est la matrice de taille (n,q) dont le coeffi-
bj = i cient d’indice (7, ) est donné par
[ Exemple 3 ] b
Cig = ) ik
. 1 2 3 —1 k=1
e Soient A = <3 4> et B = <2 5 ) Alors,
Représentation du produit matriciel
4 1 3 6
A+ B = , 3A = . Pour effectuer un produit matriciel on représente souvent les ma-
5 9 9 12
trices sur deux étages :
10 32 31 -3
] — 2 — 2 b2 by
e Soient A <0 5 1) et B <§ 1 _2>. Alors, 9 ,
()
/111 /30 ¢ NS
A+B—<§ 3 —1>’3A_<06 3). )
Définition 5 - Matrice nulle O O \) _
La matrice de taille (n,p) dont tous les coefficients sont nuls est o L
la matrice nulle. Elle est notée 05, 5.
Proposition 1 - Propiétés de I’addition et de la multipli- | Exemple 4 - Calculs de produits |
cation par un réel
1 2 4
] 12 3 4 5 10
Soient A, B, C € A, p(R) et o, € R. J x 0 -1 0] = .
Ay 10 -1 01 2
o Commutativité. A+ B = B+ A. 1 1 2
o Associativité. A+ (B+C)=(A+ B)+C. -1
1 2 3 6
e a(A+ B) =aA+aB. e, o _1)% 2 | = 5
o (a+ p)A =aA+ BA. 1
A+ (=1)A =0,
¢ A+ (=DA=0n, (205 (D) (e
3 -2 1 Z “\Br-2y+2)
e On consideére trois suites (2 )neN, (Yn)nen €t (2n)nen défi-
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niesparxg=1,yp =1, 20 =1 et

Tnt+l =3Tp + Yn — 2n
VneN, Sypr1 = —2x,+ 2z,
Zpn4+l = Zn
In
Pour tout n € N, on note U,, = | yn
Zn
3 1 -1
En notant A= -2 0 2 |, alors
0 0 1
Tn+1 3 1 -1 T
Ynr1 | =1-2 0 2 Yn | soit Upy1 = AU,.

Proposition 2 - Propriétés du produit matriciel

Soient A, B, C trois matrices dont les tailles sont compatibles et
aeR.
o Associativité. (AB)C = A(BC).
o a(AB) = (aA)B = A(aB).
o Distributivité.
(A+B)C=AC+ BC et A(B+C)=AB+ AC.

IT - Matrices carrées

Définition 7 - Matrices carrées

Une matrice carrée M d’ordre p est une matrice dont le nombre
de lignes et le nombre de colonnes est égal & p. L’ensemble des
matrices carrées d’ordre p est noté .#,(R).

Lycée Ozenne

[ Exemple 5 - Matrices carrées ]

. (; i) € Ms(R).
. ((1’ _21> € Ms(R).

1 2 3

e [3 4 5| e€.#(R).
6 7 8
1 2 -1

e [0 1 2 | e.(R).
1 7 7

Définition 8 - Triangulaires, Diagonales, Identité

e Une matrice est triangulaire supérieure si les coefficients
en dessous de sa diagonale sont nuls.

e Une matrice est triangulaire inférieure si les coefficients
au-dessus de sa diagonale sont nuls.

e Une matrice est diagonale si les coefficients en dehors de
sa diagonale sont nuls.

e La matrice identité est la matrice diagonale dont tous les
coefficients diagonaux valent 1. La matrice identité d’ordre
p est notée I,,.

e La matrice nulle est la matrice dont tous les éléments
valent 0. La matrice nulle d’ordre p est notée 0,.

[ Exemple 6 ]

1 2 . . .
° ( 0 3> est triangulaire supérieure.
0 2 : . L
*lg 3 est triangulaire supérieure.

° (_11 8) est triangulaire inférieure.
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° ( est triangulaire inférieure.

est diagonale.

1
0
0 —1

0

3

0

10 . c s 1
<O 1) est la matrice identité d’ordre 2

100
I3=10 1 0] estla matrice identité d’ordre 3.
0 01

IIT - Opérations sur les matrices carrées

Proposition 3

Si A et B sont des matrices carrées d’ordre p, alors

o AL, =I,A=A
o A0, = 0,4 =0,.

e A+ B et AB sont bien définies et appartiennent a .#,(R).

[ Exemple 7 ]

1 9 3 2 0 1
Soilent A=|—-1 1 2 |etB -3 4 2
1 2 -1 9 8 -1
3 9 4
e A+rB=|—-4 5 4
10 10 -2
2 60 16
o AB = 13 20 -1
—13 0 6
3 20 5
e BA=|-5 —-19 -3
0 87 44

ECT 2

IV - Calculs de puissances

[ Exemple 8 - Pourquoi calculer des puissances de matrices ? ]

On considére les suites définies par zg = yg = 1 et

VneN, dmtt T
7 Yn+1 = Tn — Yn

Pour tout n € N, on note U, = “7) On pose A = 0 1 :
Yn 1 -1
Alors,

U1:A><U0
UQZAXU1
= Ax A xU
—
2 facteurs
U3=A><U2
=Ax AxU;
=AxAx AUy
f;
3 facteurs

Uyo=Ax---xAUy
—_——

n facteurs

Définition 9 - Puissance d’une matrice

Soient A une matrice carrée d’ordre p et n un entier naturel.
Alors,

0A0:Ip.
e A" =Ax Ax---xA.

n fois

Lycée Ozenne
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[ Exemple 9 ]

. 0 1
e Soit A = <1 _1>. Alors,

*AO:IQZ<(1) (1)>

14 (0 1
*A—A—<1 1)

- (1 -1
*A_AxA_<_1 ) )

*A3:A><A><A:A2><A:<_1 2).

. 0 1
e Soit A = <1 0>. Alors,

*A0:[2:<(1) (1]>

01
14 _
*A—A—<1 O)'

10
2 _ _
*A—AXA—<0 1>.

x* AB=AxA%2=Ax1I,=A.

1
Initialisation. Pour n = 0, on a bien D° = I, = (0 (1)) et
2 0\ (10
0 3°) " \o0 1)
Hérédité. Soit n € N. On suppose que la propriété est vraie a

Iordre n, c¢’est-a-dire D™ = <20 S(L) Alors,

D'l =D"x D

n
- <2(] 391> X <§ g) , d’apreés 'hypothése de récurrence

2n+1 0
:< 0 3”+1>'

Ainsi, la propriété est vraie & I'ordre n + 1.
Conclusion. Finalement, la propriété est vraie & l'ordre O et est
héréditaire, donc elle est vraie pour tout entier naturel.

IV.1 - Matrices diagonales

Proposition 4 - Puissance d’une matrice diagonale

Soient D une matrice diagonale d’ordre p et n un entier naturel.
La matrice D™ est une matrice diagonale dont les coefficients
diagonaux sont ceux de D élevés a la puissance n.

Exemple 10 - Puissances & Diagonales ]

2 0

Soit D =
ol (0 !
Cette propriété se prouve par récurrence.

). Alors, pour tout n € N, D" = (20 3(;)

Lycée Ozenne

IV.2 - Formule du binéme de Newton

Bindome de Newton

Les coefficients binomiaux s’obtiennent rapidement & ’aide du
triangle de Pascal :

1

11

1 2 1
13 3 1
14 6 4 1
1 5 10 10 5 1
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Ce tableau correspond aux coefficients binomiaux suivants :

L

Exemple 12 - Commutativité (%)

1 2
o Iyet <3 4> commutent.

1 9 3 2 0 1
e A=|-1 1 2 |etB=1|-3 4 2 | necommutent
1 2 -1 9 8 -1

pas.

Proposition 5 - Coefficients binomiaux

Théoréme 2 - Formule du binéme de Newton

Soient n un entier naturel non nul et k € [0,n]. Alors,
=)= C )=
o (1)=10(")= Zén—l) o (1) = R
e (3) = (1) =75

Théoréme 1 - Formule du bindme de Newton

Soient a et b deux réels et n un entier naturel. Alors,

(a+b)" = En: (Z) akpn k.

k=0

[ Exemple 11

) S

e (a+b)?= (g)a2 + (3)ab+ (3)b? = a® + 2ab + b,

e (a+0b)3=a’+3a%b+ 3ab?® + b3

o (a+0b)* =a*+ 4a®b + 6a%b? + 4ab>® + b*.

e (a+0b)°=a’+5a*h+ 10a3b? + 10a%b> + 5ab* + b°.

Définition 10 - Matrices qui commutent

Soient A et B deux matrices d’ordre p. Les matrices A et B
commutent si AB = BA.

Soient A et B deux matrices d’ordre p qui commutent. Alors,
pour tout n entier naturel,

n n

A+B" =Y <Z> Al =37 (Z) Ak Bk,

k=0 k=0

Exemple 13 - Application de la formule du binémet¥; ]

. 1 1 01
801entA—<0 1> etN—<O 0).

e D’une part, A = Iy + N, donc A" = (I + N)™.
e D’autre part, LN = NIy = N. Ainsi, I et N commutent.
e On remarque ensuite que N? = <8 8)

D’aprés la formule du bindéme de Newton,

n — (n n— “~ (n ne
A _Z<k)12 ka—Z(k>Nk, car IVF =1,

k=0 k=0

= (g)NOJr <T>N1+O2+---+02

1 n
—IQ+TZN—<O 1).
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