Il - Intégrale

sur un segment

I - Primitives Proposition 1 - Primitives des fonctions usuelles &

Fonction f | Primitive F

Définition 1 - Primitive
c,ceR cT

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Une primitive de 2% a# —1 1 _patl

f est une fonction dérivable F' sur I telle que, pour tout x € [a, b], 1 atl

F'(a) = [(x). : tn()
e a#0 %e‘”

Exemple 1

. . Exemple 2
e Soit F'(z) = zIn(x)—x définie sur |0, +oo[. Comme la fonc-
tion logarithme népérien est dérivable sur ]0, +ocf, alors e Soit f(z) = 2°. Une primitive de f est la fonction définie
F est dérivable et pour tout x €]0, +o0], pour tout z réel par
/ 1 1 JJ6
F'(z) =In(z) +2z-— —1=In(z). F(z) = -5
x 5+1 6

Ainsi, F est une primitive de In sur ]0, +-o00][.
e Soit F(z) = % + 422 4+ 1 définie sur R. La fonction F est
dérivable et pour tout x € R,
1
2 2 F(z) = 3 3.

F’(w)=3%+4x2x+0=%+8x.

e Soit f(z) = e3%. Une primitive de f est la fonction définie
pour tout x réel par

e Soit f(z) = % = 27°. Une primitive de f est la fonction

Ainsi, F' est une primitive de la fonction définie pour tout définie pour tout = # 0 par

x réel par f(x) = %2 + 8z.

Théoréme 1 - Primitives de fonctions continues #7

Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives.
Si F' et G sont des primitives d’une fonction f continue sur I,
alors il existe un réel ¢ tel que V z € I, F(z) = G(x) + c.
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Proposition 2 - Primitive de fonctions composées ¥

Soit u une fonction dérivable telle que v’ soit continue.

Fonction f Primitive F
A/ (z) Au(x)
W (z) + ' (z) u(x) +v(x)

u(z)ut(2), a £ ~1 | Frutt (@)
Z((f)) In |u(z)|
’U,’(LC) (=) (=)

e Soit f(x) = % = % X % Une primitive de f est la fonction

définie pour tout = > 0 par

1 1
F(z) = 5 x In(z) = né‘”).
e Soit f(r) = e?**+/zx. Une primitive de z + e>*
est x+— %er. Comme /z = z'/2, une primitive de

v(x) = x est

3/2
Viz) = g = Losp 2

— 1 3
5 +1 5 3
Ainsi, une primitive de f est la fonction définie pour tout
x > 0 par
2x 3/2
e 2z
Flzx) = —
(z) 2 + 3

e Soit f(z) = 11In(z). En notant u(z) = In(z), alors f est
de la forme f(z) = «/(x)u(x). Ainsi, une primitive de f

est la fonction définie pour tout > 0 par

F(@) = ——(na)+ = 0

7

Exemple 3

Soit f(x) = 2 1n*(z). En notant u(z) = In(x), alors f est
de la forme f(z) = u/(z)u*(z). Ainsi, une primitive de f

est la fonction définie pour tout = > 0 par

nr 5
Plz) = 4i (In(a)) ! = %

Soit f(z) = %’% En notant u(z) = 2% + z, alors f est

(

de la forme f(z) = % Ainsi, une primitive de f est la
fonction définie par

F(z)=1In ]x2 +a|.

Soit f(x) = ;% En notant u(x) = z? + 2z, alors
W' (z) =2z +2 =2(x+ 1). Ainsi,

1 2z+1)

f(x)=§>< 2 + 2z

et une primitive de F' est la fonction définie par
1 2
F(z) = §1n|:v —{—2:5’.
Soit f(z) = (322 + 4) e® 4% En posant u(z) = 2® + 4z,

alors f est de la forme f(z) = «/(z)e*®). Ainsi, une pri-
mitive de f est la fonction déinie par

F(z) = et
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IT - Intégrale d’une fonction continue

Définition 2 - Intégrale d’une fonction continue ¥

Soit f une fonction continue sur [a,b] et F' une primitive de f.
L’intégrale de f sur [a,b] est le réel défini par

b
/ f(@) dz = [F(x)] = F(b) — F(a).

Exemple 4

En utilisant les primitives usuelles,

2 572 5
4 T 2 1 31
d — o = — = = = —,
./106 ! [5]1 5 5

L = (@)} = In(2) ~ In(1) = n(2).

hH\

(32% 4 4) "I Qg = [ex3+4x] = e’ —1.
0
e En utilisant les primitives des fonctions puissances,

-1

-1 -1 —4+41
1 —4+1
/ —4dw:/ x_4dx:[ + ]
_9 X —9 X _9
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Théoréme 2 - Intégrale et Primitive =~

Soit f une fonction continue sur I et ¢ € [. La fonction
x

F(z)= / f(t) dt est I'unique primitive de f qui s’annule en
a

a. En particulier, pour tout réel z > a, F'(z) = f(x).

Exemple 5

/ et dt. La

Soit F' la fonction définie sur [0, +oo[ par F(z) =

fonction F' est dérivable et F'(x) = e*. Ainsi, F’ est positive et
F' est croissante.

Proposition 3 - Interprétation géométrique

b

Si f est a valeurs positives, f(z) dz est égale a 'aire du do-

a
maine compris entre ’axe des abscisses, la courbe représentative
de f et les droites d’équation x = a et x = b.

IIT - Propriétés de I’'intégrale

Proposition 4 - Relation de Chasles

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a, b et ¢ des
réels de I. Alors,

/abf(x) dm:/:f(:c) d:c+/cbf(:v) du.
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Exemple 6

Soit f la fonction définie par f(z) =0siz < let f(z) =z —1
sinon. Alors,

—1)2 2
2 1
= +1 0
- 2

Proposition 5 - Linéarité de l’intégrale

Soit f, g des fonctions continues sur [a, b] et «, B des réels. Alors,

/ab(af(:c)Jrﬁg(x)) dx:a/abf(:c) dx+5/abg(x) da.

Exemple 7

En utilisant les primitives usuelles,

2 12 21 2
/(—+5x3> da:=12/ —dx+5/ 23 dx
1 z 1 Z 1

= 12[In(2)]] +5 [%4]?

~12(In(2) — In(1)) + 5 (QZ - %)

=12In(2) + Z .15,
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Proposition 6 - Croissance de l’intégrale (I)

Soit f une fonction continue sur [a,b]. Si a < b et, pour tout

b
x € [a,b], f(x) =0, alors / f(x)dz > 0.

Exemple 8

Soit F(z) = / e dt et 0 < 2 < y. D’aprés la relation de Chasles,
0

y z y y
F(y):/ etdt:/ etdt+/ etdt:F(x)+/ el dt.
0 0 T T

y

Or, ef pour tout t € [z,y] et z < y, donc / e! dt > 0. Ainsi,
x

F(z)

=0
< F(y) et F est croissante.

Proposition 7 - Croissance de l’intégrale (II)

Soit f et g deux fonctions continues sur [a,b]. Si, pour tout
b
a

b
x € [a,b], f(x) < g(z), alors / f(z)dz < / g(x) dx.

Exemple 9

1
Pour tout n entier naturel, on pose I,, = /
0
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Soit n € N.

1 n
T
d
Ins1 = 1t Al+xw
n+1
( ) dx
z"

1+a:

ne
-/
L

xn
=/ (x—1) T dz.
—— x
0 < ——
=0
Comme 0 < 1, les bornes de l'intégrale sont bien ordonnées.
Comme la fonction intégrée est négative, alors I, — I, < 0, soit
In—l—l < In-
La suite (I,,) est donc décroissante.

Théoréme 3 - Intégration par parties

Soit u et v deux fonctions dérivables sur [a,b] telles que u et v’
soient continues sur [a, b]. Alors,

Exemple 10 - &

2
e Calculons / x e dx.
1

Posons u(z) = z et v'(z) = e**. Alors, u/(z) = 1
et v(z) = esz Comme u, v sont dérivables et v/, v’ sont
continues sur [1,2], d’aprés la formule d’intégration par

parties,

2 2 |4,
4 e? et e?
2 44
_3e4 e?
=T T

2
. Calculons/ In(x) dz.
1

Posons u(z) = In(z) et v/(z) = 1. Alors, v/(z) = 2 et
v(x) = . Comme u, v sont dérivables et «’, v’ sont conti-

nues sur [1,2], d’apreés la formule d’intégration par parties,

/1 n(z) dz = In(z)a]? - /1 ’ i czda

r
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