I\ - Matrices

inversibles

( Révisions )

Résolution de systémes par méthode du pivot de Gauss.

Exemple 1

On considére le systéme d’équations

204+3y =5
—x+Ty =6

On remarque que ce systéme s’écrit matriciellement

2 3\ (x\ _ (5

-1 7)\y) \6)°
La résolution du systéme s’effectue en suivant la méthode du
pivot de Gauss

2r4+3y =5 N 20 +3y =5
—zxz+T7y =6 17y =17 Lye2L3+Ly
y =1
4
{w =530

Ainsi, I'unique solution du systéme est égale a (1,1).
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I - Inversibilité

Définition 1 - Matrice inversible

Une matrice A d’ordre p est inversible s’il existe une matrice B
telle que AB = I,,. La matrice B est I'inverse de A et notée AL

Exemple 2 - Matrices inversibles et non inversibles

e On pose A = (1 1) et B = (1 _1>. Comme AB = I,

01 0 1
. . 1 1 -1
alors A est inversible et A= = B = 0o 1)
e Comme I, x I, = I,, alors I, est inversible et son inverse
est 1.

e Comme 0, x A = 0, # I, pour toute matrice carrée A,
alors la matrice nulle n’est pas inversible.

2 1 -1 1 1 -3
e Soit A = 1 2 1 et B = 1 1 3 |.En uti-
-1 1 0 -3 3 -3

lisant la définition du produit matriciel, on obtient
1 00
AB=|0 1 0
0 0 1

Ainsi, A est inversible et A~! = B.

J

Proposition 1 - Inversibilité et produit

Soit A et B deux matrices carrées d’ordre p.
e S5i AB = I, alors BA = I,,. Ainsi, Al =Bet B~' = A.
e Si A est inversible, alors A~! est inversible et
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(AH=1l = A
e Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et
(AB)"' = B7tA~1

Exemple 3

1
0
1

1
e Soit M =10
0

o = O

En utilisant la définition du produit matriciel, on re-
marque que

M? —2M + I3 =

o O O
o O O

Ainsi,
M? —2M = —1I;
—(M? —2M) = I3
oM —M? =15
M2Is — M) = Is.
Ainsi, M est inversible et M ~! = 215 — M.

. 11 2 1
oSmtA—(O 1) e‘cB—(1 1).
* D’une part,
1 1\ /1 -1\ (1 0
0 1J\0o 1) \o 1)’

Ainsi, A est inversible et A~ = ((:; _11)

* D’autre part,
2 1 1 -1y (1 0
1 1)\-1 2/ \0 1)°

Ainsi, B est inversible et B~ = ( 1 _1).

Lycée Ozenne

14

Donc, AB = (

2
:i 1) est inversible et son inverse vaut

(AB)"'=BtA"l = (_11 _32) .

IT - Calculs de puissances

Théoréme 1 - Puissance et relation PDP~! 03

Soit A une matrice carrée d’ordre p. On suppose qu’il existe une
matrice P inversible d’ordre p et une matrice diagonale D d’ordre
p telles que A = PDP~!. Alors, pour tout n entier naturel,
A" = pD"P~1,

Exemple 4

On considére les matrices

2 1 =2 111 2 00
A=|0 3 -2|,P=[0 1 1] eD=|0 3 0
00 1 0 0 1 0 01
On cherche les coefficients de A™ pour tout n entier naturel.
1 -1 0
e Onpose@= (0 1 —1].En utilisant la définition du
0o 0 1

produit matriciel,
PQ = Is.

Ainsi, P est inversible et P~ = Q.
e On calcule aisément

S O N
S W W
— =

2 3 1
Ap=10 3 1|,PD =
00 1
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II1 - Critéres d’inversibilité

Ainsi,
AP=PD II1.1 - Cas des matrices diagonales
APP'=pPDP!
Al = PDP! Proposition 2 - Inversibilité des matrices diagonales
A=PDpP L. Soit D une matrice diagonale.

e Montrer par récurrence que, pour tout n entier naturel, e Si D posséde au moins un 0 sur la diagonale, alors D n’est
A" = pD"P~ 1. pas inversible.

Initialisation. Lorsque n = 0. e Si tous les coefficients diagonaux de D sont non nuls, alors

x D’une part, A° = I3. D est inversible. Alors, D~! est la matrice diagonale dont

x D’autre part, P D°P-l = PPl = PPl =1 les coefficients diagonaux sont les inverses de ceux de D.

Ainsi, A’ = PDYP~! et la propriété est vraie a l’ordre 0.

Hérédité. Soit n € N. On suppose que A" = PD"P~!. On Exemple 5

veut montrer que A"t = PD"H1pP~1 En effet,

1 00
AL — gAn A, d’aprés la définition des puissances e Soit D — 0 2 0. La matrice D est diagonale
= PD"P~'A, daprés I'hypothése de récurrence 00 3
= PD"P~'PDP™', d’aprés le point précédent et ses coeflicients diagonaux sont 1,2 et 3. Comme
— PD"I3D P_l, car PP~ = I, ils sont tlous0 noOn nuls, la matrice D est inversible et
= PD"DP7 ' car 5D =D pD1l—1|o 1 o
n+1 p—1 2
=PD" P, 0 0 3
. . csq 2 . N 10 . ]. . .
Ainsi, la propriété est vraie a Vordre n + 1. e Soit D = ( ) . La matrice D est diagonale et ses coef-
Conclusion. Finalement, ’a propriété est vraie a ’ordre 0 0 0

ficients diagonaux sont 1 et 0. Comme 1'un des coefficients

et est héréditaire, donc d’apreés le principe de récurrence, ) _ ) _
diagonaux est non nul, la matrice D n’est pas inversible.

VneN, A" = pp"pL. -3 0 0
e D’aprés le résultat précédent, e Soit A = 0 3 0 |. La matrice A est diagonale
0 0 +
no__ np—1 10
A" =PD"P et ses coefficients diagonaux sont —3, 3 et 10. Comme
111 2" 0 0 I -1 0 ils sont tous non nuls, la matrice A est inversible et
=10 11 0 3m0]l0o 1 -1 -0 0
001 0 1/ \0 0 1 At=10 1 0
on 3gn _9n 0 0 10
=10 3" 1 —3” J
0
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1 0 O
e Soit B= [0 0 0
0 0 -2
ses coeflicients diagonaux sont 1, 0 et —2. Comme un des
coefficients diagonaux est nul, la matrice B n’est pas in-
versible.

. La matrice B est diagonale et

,
\.

II1.2 - Cas des matrices triangulaires

Proposition 3 - Inversibilité des matrices triangulaires

Soit T une matrice triangulaire.
e Si T posséde au moins un 0 sur la diagonale, alors T' n’est
pas inversible.
e Si tous les coefficients diagonaux de T" sont non nuls, alors
T est inversible.

Exemple 6

1 0 0
e Soit "= | -1 —1 0]. La matrice T est triangulaire
0 0 2

inférieure et ses coefficients diagonaux sont 1, —1 et 2.
Comme T est triangulaire inférieure et que tous ses coef-
ficients diagonaux sont non nuls, alors T' est inversible.

1 2 3
e Soit T'= |0 0 1].La matrice T est triangulaire su-
000

périeure et ses coefficients diagonaux sont 0 et 1. Comme
T est triangulaire supérieure et que 0 est un coefficient
diagonal de T', alors T n’est pas inversible.

1 1 1
e Soit A= |0 1 1]|.La matrice A est triangulaire su-
0 01

périeure et ses coefficients diagonaux sont tous égaux a 1.

Comme A est triangulaire supérieure et que tous ses coef-
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ficients diagonaux sont non nuls, alors A est inversible.

1 0 O
e Soit B=|—-2 0 0 |.La matrice B est triangulaire
0o -3 -1

inférieure et ses coefficients diagonaux sont 1, 0 et —1.
Comme B est triangulaire inférieure et qu’un de ses coef-
ficient diagonal est nul, alors B n’est pas inversible.

1 0 0
e Soit C' = | -2 0,01 0 |. La matrice C est triangu-
0o -3 -1

laire inférieure et ses coefficients diagonaux sont 1, 0,01 et
—1. Comme C est triangulaire inférieure et que tous ses
coeflicients diagonaux sont non nuls, alors C' est inversible.

IT1.3 - Cas des matrices carrées d’ordre 2

Proposition 4 - Inversibilité des matrices d’ordre 2

Soit A = (CCL une matrice d’ordre 2.

b
d
e Siad — cb = 0, alors la matrice A n’est pas inversible.
e Siad— cb # 0, alors la matrice A est inversible et

1 d —b
ad—cb \—c a )’

Exemple 7 - £

; }l).Comme2><4—3><1=5estnonnul,

alors A est inversible et
1 /4 -1
-1 _
A7 =3 (—3 2 ) ‘

).Comme1><4—3><2:—2estnonnul,

AT =

e Soit A =

1 2

° So1tA:<3 4
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alors A est inversible et

ATl =

RS
2\-3 1)

).Comme1><1—2><2:—3estnonnul,

RUYSIE
3\—-2 1)°

e Soit C = (1 Z).Comme1x2—2x1:0, alors C n’est

pas inversible.

e Soit B = ; i

alors B est inversible et

B! =

II1.4 - Non inversibilité

Proposition 5

Soit A une matrice inversible d’ordre p et B, C' deux matrices
carrées d’ordre p.

e Si AB = AC, alors B=C.

e Si BA=CA, alors B=C.

Exemple 8 - Preuve de non inversibilité
. 0 1 2 1 11
csaa= (0 D)oo (2 o= (1)

On remarque que AB = AC. Supposons par ’absurde que

A soit inversible. Alors, B = C. Cependant, B # C'. Ainsi,
A n’est pas inversible.

. 0 1

e Soit N = 00

Supposons par I'absurde que N soit inversible. Comme

N X N = N x 0g, alors N = 02. On obtient ainsi une

). On remarque que N X N = 0s.
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contradiction et N n’est pas inversible.

2 1 -1
e Soit A= | 1 2 1 |.A laide de la définition du pro-
-1 1 2

duit matriciel, on remarque que
A? — 34 = 03.

Ainsi, A (A — 313) = 03.

Supposons par ’absurde que A soit inversible. Alors, il
existe une matrice A™! telle que A7'A = I3. Ainsi, en
reprenant I’équation précédente,

A(A - 313) = 03
ATTA(A - 313) = A710s
I3(A - 313) = 03
A—3I3 =05
A= 3I4
2 1 -1 300
1 1]=10 30
-1 1 2 00 3

On obtient ainsi une contradiction et la matrice A n’est
donc pas inversible.

IV - Systémes linéaires & Calculs d’inverses

IV.1 - Résolution de systémes

Théoréme 2 - Inversibilité & Systémes linéaires

Soit un systéme écrit sous forme matricielle AX =Y. Le systéme
admet une unique solution si et seulement si A est inversible.
Alors, X = A7'Y.
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{+
Exemple 9 - & utilisant la méthode du pivot de Gauss,
2 =4 _
Nous cherchons a résoudre le systéme Ty . AX =Y
3r+4y =-—1 1 1 1\ [z a
En posant A = (; i), X = (Zj) et Y = (_41>, le systéme _11 (1) 1 ‘Z =10
s’écrit AX =Y.
Comme 1 x4 —3 x 2 = —2 # 0, la matrice A est inversible r+y+z =a r+y+z =a
et A7l = -3 (_43 _12) Ainsi, le systéme posséde une unique < §—r+y+z =b & (2y+2z =a+b Lo«Lo+Ly
solution et Ttz =¢ Yy =a-c LglL1-Ls
x L 1/4 -2\ /4 1/18 r4+z+y =a r =3a—1b
X = =AY = =5 : la+3
Y 2\-3 1/\~1 2 \—13 & 02242y =a+b & {2z =—-3a+3b+c
=a—c =a—c
Ainsi, x = -9 et y = 17 Y Y
/2 -1/2 0
En posant B = 1 0 —11, alors X = BY. D’ou,
. -1/2 1/2 1
IV.2 - Calculs d’inverses /2
12 —1/2 0
Théoréme 3 - Inverse & Systéme linéaire ALl = 1 0 1
Soit A une matrice carrée d’ordre p. La matrice A est inversible si -1z 12 1

et seulement s’il existe une matrice B telle que pour toutes X, Y
matrices colonnes, le systéme AX =Y s’écrit X = BY. Alors, Exemple 11 - Méthode de Gauss-Jordan, &

Al =B.

On place les matrices A et I cote a cote. On transforme la matrice
A en la matrice I 4 ’aide d’opérations élémentaires sur les lignes.

Exemple 10 - Inverse par résolution de AX =Y, &

1 1 1 T a
Soit A= -1 1 1].Onpose X =|y|etY =1[b].En
1 01 z c
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1 1 1
-1 1 1
1 0 1
1 1 1
0 2 2
0 -1 0
1 1 1
0 2 2
0 0 2
2 2 0
0 2 0
0 0 2
2 0 0
0 2 0
0 0 2
1 0 0
0 1 0
0 0 1
On obtient ainsi
A7l =

== O O =

= ol

|
N[ =

1/2
1
~1/2

On effectue les mémes opérations sur I.

0 0
1 0
0 1
0 0
1 0
0 1
0 0
1 0
1 2
-1 -2
-2
1 2
-1 0
0 -2
1 2
1
-5 0
0 -1
3 1
—1/2
0
1/2

Lo<Lo+L1

Lg<Lz—Lj

L3+2L3+Ly

Ly+2L1—Lg

Lo<Lo—L3g

Li<L1—Lo

L1<—%L1

1
Lo+35 Lo

L3<—%L3

0
-1
1
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