IV - Matrices
inversibles

( Révisions )

m Résolution de systémes par méthode du pivot de Gauss.
m Calcul matriciel.

[ Exemple 1 ]

On considére le systéme d’équations

2r+3y =5
—x+Ty =6

On remarque que ce systéme s’écrit matriciellement

G960-0

La résolution du systéme s’effectue en suivant la méthode du pivot
de Gauss

20 +3y =5 - 2¢0+3y =5
-+ 7y =6 17y =17 Lge2r5+L,

y =1
=
{x =20 -,

Ainsi, 'unique solution du systéme est égale a (1,1).
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I - Inversibilité

Définition 1 - Matrice inversible

Une matrice A d’ordre p est inversible s’il existe une matrice B
telle que AB = I,,. La matrice B est I'inverse de A et notée AL

[ Exemple 2 - Matrices inversibles et non inversibles ]

) (11 (1 -1 _
oOnpObeA—<0 1>etB—6<0 1>.CommeAB—

. . 1 -1
I, alors A est inversible et A~ = B = (0 1 )
e Comme I, x I, = I, alors I, est inversible et son inverse
est I,.
e Comme 0, x A = 0, # I, pour toute matrice carrée A,
alors la matrice nulle n’est pas inversible.

2 1 -1 1 1 -3
e Soient A = 1 2 1 et B = 1 1 3 ].En
-1 1 0 -3 3 -3

utilisant la définition du produit matriciel, on obtient
100
AB=10 1 0
0 01

Ainsi, A est inversible et A™! = B.

Proposition 1 - Inversibilité et produit

Soient A et B deux matrices carrées d’ordre p.
e Si AB = I, alors BA = I,,. Ainsi, A=' = Bet B! = A.
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e Si A est inversible, alors A~! est inversible et

(A=H=l = A

e Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et
(AB)"' =B~ tA~!

[ Exemple 3 ]

1 01
e Soit M=10 1 0
0 01
En utilisant la définition du produit matriciel, on remarque
que
0 00
M*-2M+I3=(0 0 0
0 00
Ainsi,

M? —2M = —1I3
—(M? —2M) = I3

OM — M? = I3
M(2I3 — M) = Is.

Ainsi, M est inversible et M ~! = 215 — M.

. 11 2 1
0801entA—<0 1> etB—<1 1>.

* D’une part,
1 1\ /1 -1\ (1 0
0 1J\0o 1) \0o 1)°

Ainsi, A est inversible et A7 = (é _11>

* D’autre part,

G )=
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Ainsi, B est inversible et B~! = (_11 _21>

Donc, AB = <? ?) est inversible et son inverse vaut
1 141 (1 =2
(AB)" =B A" = (_ L

IT - Calculs de puissances

Théoréme 1 - Puissance et relation PDP~! &

Soit A une matrice carrée d’ordre p. On suppose qu’il existe
une matrice P inversible d’ordre p et une matrice diagonale D
d’ordre p telles que A = PDP~!. Alors, pour tout n entier natu-
rel, A" = PD"P~1

Exemple 4
[ J

On considére les matrices

2 1 =2 1 1 1 2 00
A=|0 3 -2|,P=[0 1 1] etD=|0 3 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
On cherche les coefficients de A™ pour tout n entier naturel.
1 -1 0
e Onpose @= |0 1 —1].En utilisant la définition du
0 0 1

produit matriciel, PQ) = Is.
Ainsi, P est inversible et P~ = Q.
e On calcule aisément

AP = et PD =

S O N
S W W
—_ = =
S O N
S W W
—_ = =
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Ainsi,
AP =PD
APP~' = PDP™!, en multipliant & droite par P~
Al; = PDP™!
A=PDP".

e Montrons par récurrence que, pour tout n entier naturel,
A" = pPD"pP~1,
Initialisation. Lorsque n = 0.

% D’une part, A° = I3.

x D’autre part, PDYP~! = P3P~ = PP~ = I;.
Ainsi, A’ = PDYP~! et la propriété est vraie a 'ordre 0.
Hérédité. Soit n € N. On suppose que A" = PD"P~!. On
veut montrer que A"t = PD"t1P~1 En effet,

A"l = A" x A, d’aprés la définition des puissances

= PD"P~ A, d’aprés I'hypothése de récurrence
= PD"P~'PDP~!, daprés le point précédent
= PD"I3sDP™!, car PP ! =14

= PD"DP~' car I3D=D

= pprtipt,

Ainsi, la propriété est vraie a 'ordre n + 1.
Conclusion. Finalement, la propriété est vraie a l'ordre 0
et est héréditaire, donc d’apreés le principe de récurrence,

VneN, A" = PD"P~L,

e D’apres le résultat précédent,

n

V)

n

0
0 0

w

A" — pprp-l (6%%)(
001
(2"3” 2m 1— 3”)

=OoO

) (4

-1 0
19)
0 1

III - Critéres d’inversibilité

III.1 - Cas des matrices diagonales

Proposition 2 - Inversibilité des matrices diagonales

Soit D une matrice diagonale.
e Si D posséde au moins un 0 sur la diagonale, alors D n’est
pas inversible.
e Si tous les coefficients diagonaux de D sont non nuls, alors
D est inversible. Alors, D~! est la matrice diagonale dont
les coefficients diagonaux sont les inverses de ceux de D.

[ Exemple 5 ]

Lycée Ozenne

100
e Soit D= [0 2 0].La matrice D est diagonale et ses
0 0 3
coeflicients diagonaux sont 1, 2 et 3. Comme ils sont tous
1 0 0
non nuls, la matrice D est inversible et D™ = [ 0 % 0
1
00 3
e Soit D = <(1) 0>. La matrice D est diagonale et ses coef-

ficients diagonaux sont 1 et 0. Comme 1'un des coefficients
diagonaux est nul, la matrice D n’est pas inversible.

-3 0 O
e Soit A = 0 3 0 |. La matrice A est diagonale
0 0 +
et ses coefficients diagonaux sont —3, 3 et %. Comme
ils sont tous non nuls, la matrice A est inversible et
0 0
A= o % 0
0 0 10
1 0 O
e Soit B=|0 0 0 |.Lamatrice B est diagonale et ses
0 0 -2
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coefficients diagonaux sont 1, 0 et —2. Comme un des coef-
ficients diagonaux est nul, la matrice B n’est pas inversible.

IT1.2 - Cas des matrices triangulaires

Proposition 3 - Inversibilité des matrices triangulaires

Soit T une matrice triangulaire.
e Si T posseéde au moins un 0 sur la diagonale, alors T' n’est
pas inversible.
e Si tous les coefficients diagonaux de T sont non nuls, alors
T est inversible.

Exemple 6
[ J

1 0 0
e Soit "= | -1 —1 0. La matrice T est triangulaire
0 0 2

inférieure et ses coefficients diagonaux sont 1, —1 et 2.
Comme T est triangulaire inférieure et que tous ses co-
efficients diagonaux sont non nuls, alors T" est inversible.

1 2 3
e Soit "= [0 0 1].La matrice T est triangulaire supé-
000

rieure et ses coefficients diagonaux sont 0 et 1. Comme T’
est triangulaire supérieure et que 0 est un coefficient dia-
gonal de T, alors T n’est pas inversible.

1 1 1
e Soit A= |0 1 1].La matrice A est triangulaire su-
0 01

périeure et ses coefficients diagonaux sont tous égaux a 1.
Comme A est triangulaire supérieure et que tous ses coef-
ficients diagonaux sont non nuls, alors A est inversible.

1 0 0
e Soit B=|—-2 0 0 |.La matrice B est triangulaire
0 -3 -1
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inférieure et ses coeflicients diagonaux sont 1, 0 et —1.
Comme B est triangulaire inférieure et quun de ses co-
efficient diagonal est nul, alors B n’est pas inversible.

1 0 0
e Soit C=1[—-2 0,01 0 |].Lamatrice C est triangulaire
0o -3 -1

inférieure et ses coefficients diagonaux sont 1, 0,01 et —1.
Comme C' est triangulaire inférieure et que tous ses coeffi-
cients diagonaux sont non nuls, alors C' est inversible.

IT1.3 - Cas des matrices carrées d’ordre 2

Proposition 4 - Inversibilité des matrices d’ordre 2

Soit A = <CCL Z) une matrice d’ordre 2.

e Siad — cb = 0, alors la matrice A n’est pas inversible.
e Siad — cb # 0, alors la matrice A est inversible et

1 d —b
Al = .
ad — cb <—c a >

Exemple 7 - £ ]

e Soit A = 3 i).Comme2><4—3><1:565tnonnu1,

alors A est inversible et

1 2
3 4

alors A est inversible et

e Soit A = . Comme 1 x4 —3 x 2= —2 est non nul,
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1 2
2 1

alors B est inversible et

1/1 -2
,1__7
b= 3(—2 1)'

1 ;).Comme1x2—2x1:0, alors C n’est

pas inversible.

e Soit B = . Comme 1 x1—2x 2= -3 est non nul,

oSOitC:<

II1.4 - Non inversibilité

Proposition 5

Soient A une matrice inversible d’ordre p et B, C deux matrices
carrées d’ordre p.

e Si AB = AC, alors B =C.

e Si BA=CA, alors B=C.

\.

[ Exemple 8 - Preuve de non inversibilité ]

. 0 1 2 1 11
e Soient A = (0 0), B = (3 2> et C = <3 2).
On remarque que AB = AC. Supposons par I’absurde que
A soit inversible. Alors, B = C. Cependant, B # C. Ainsi,
A n’est pas inversible.
. 01
e Soit N = 0 0
Supposons par l'absurde que N soit inversible. Comme
N x N = N x 09, alors N = 0. On obtient ainsi une
contradiction et N n’est pas inversible.

. On remarque que N x N = 0.

2 1 -1
e Soit A=| 1 2 1 |.A Taide de la définition du pro-
-1 1 2
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duit matriciel, on remarque que
A? —3A =05.

Ainsi, A (A - 3[3) = 03.

Supposons par 'absurde que A soit inversible. Alors, il
existe une matrice A~! telle que A~'A = I3. Ainsi, en
reprenant I’équation précédente,

A(A —313) = 03
ATTA(A - 313) = A7'03
I3(A — 313) = 03
A—3I3 =05
A =3I
2 1 -1 300
1 2 1]=(030
-1 1 2 00 3

On obtient ainsi une contradiction et la matrice A n’est
donc pas inversible.

IV - Systémes linéaires & Calculs d’inverses

IV.1 - Résolution de systémes

Théoréme 2 - Inversibilité & Systémes linéaires

Soit un systéme écrit sous forme matricielle AX =Y. Le systéme
admet une unique solution si et seulement si A est inversible.

Alors, X = A7'Y.
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Exemple 9 - £ ]

r+2y =4
3x4+4y =-1

1 2 x 4 R
En posant A = <3 4>, X = (y) et Y = (_1>, le systéme

s'écrit AX =Y.
Comme 1 x4 —3 x2 = —2 ## 0, la matrice A est inversible

_ 4
etAl——é<_3

Nous cherchons a résoudre le systéme

-2 o :
1 ) Ainsi, le systéme posséde une unique

solution et

= ()= =L (4 A ()= (%),

Ainsi, z = —9et y = %

IV.2 - Calculs d’inverses

Théoréme 3 - Inverse & Systéme linéaire

Soit A une matrice carrée d’ordre p. La matrice A est inversible si
et seulement s’il existe une matrice B telle que pour toutes X, Y
matrices colonnes, le systéme AX =Y s’écrit X = BY. Alors,
A"t =B.
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Exemple 10 - Inverse par résolution de AX =Y, £
1 11 T a
Soit A=[—-1 1 1].0Onpose X =|y]etY =1_]0].En
1 01 z
utilisant la méthode du pivot de Gauss,
AX =Y
1 11 x a
S [ -11 01 y|l =10
1 01 z c
rT+y+=z =a rT+y+z =a
S —zrz+y+z =b & (2y+2z2 =a+b Lo« Ly+L;
T+ z =c Y =a-—c L3« Li—Ls
x :%a—%b
Sz :—%a+%b+c
Yy =a—c
1/2 —-1/2 0
En posant B = 1 0 —11, alors X = BY. D’ou,
-1/2  1/2 1
/2 -1/2 0 1 -1 0
1 1
A = 1 0 -1 =5 2 0 =2
-1/2  1/2 1 -1 1 2
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Exemple 11 - Méthode de Gauss-Jordan, ¥ ]
On place les matrices A et I cote a cote. On transforme la matrice
A en la matrice I a I'aide d’opérations élémentaires sur les lignes.
On effectue les mémes opérations sur 1.

1 1 1 1 0 0
-1 1 1 0 1 0
1 0 1 0 0 1
1 1 1 1 0 0
0 2 2 1 1 0 Lo+ Lo+Lq
0O -1 0 -1 0 1 Lg«—Lg—Lq
1 1 1 1 0 0
0 2 2 1 1 0
0 0 2 —1 1 2 Lg+2Lg+Lo
2 2 0 -1 =2 Lq+2L —Lg
0 2 0 0 —2 Lo+ Lo—Lg
0 0 2 | -1 1 2
2 0 0 -1 0 Li«Lj—Ly
0 2 0 2 0o -2
0 0 2 | -1 1 2
1 0o o] 3% -3 0 Lyebiy
0 1 0 1 0 -1 Ly—iry
o o 1 |-+ L 1 Ly by
On obtient ainsi
/2 —-1/2 0 1 -1 0
. 1
A = 1 0 —-1] = 3 2 0 -2
-1/2  1/2 1 -1 1 2
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