VI - Calculs de sommes

Séries numériques

I - Calculs de sommes

1.1 - Généralités

Définition 1 - Le symbole >

Le symbole > permet de désigner la somme des termes d’une
suite de réels. Ainsi, si (u)p<k<n €st une suite de réels,

n
ch =Up + Upt1 + -+ Up—1 + Up.
k=p

On prononce somme pour k variant de p a n des uy,.

Exemple 1 - Quelques sommes

e Siug = 2 pour tout k € [1,n], alors

n
ZUk:U1+“'+Un
k=1

=24 +2=2n.
——

n termes
e Si vy = 3 pour tout k € [0,n], alors
kazvo+~--+vn

=3+ +3=3(n+1).
—_——

n+1 termes
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e Si wy = k pour tout k € [0, 5], alors

5
Zwk:w0+---+w5
k=0

=0+1+2+3+4+5

= 15.
Proposition 1 - Somme de termes constants
Soit a € R.
n
e Y a=nxa,
k=1
n
e Ya=(n+1)xa,
k=0
n
e Y a=(n—p+1)xa.

i
bS]

Exemple 2
7

e 3 2=(7-3+1)x2=10.
k=3

12
e Ye=(12—-1+41)xe=12e.
k=1
n
e Soit n un entier naturel. . n = (n+1— 1)n = n2
k=0
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Proposition 2

Soit (ug)1<k<n+1 une suite de réels. Alors,

n+1 n
Z U = Uk | + Unt1.
k=0 k=0

Proposition 3 - Sommes classiques

r
\.

Soit g # 1. On prouve par récurrence que :
° zn: k= Xn: k= —n(n2+1).
k=0 k=1
Nk 1—gnt!

° =

bl
o

3

k_ p o l—gn Pt!
Y — -4
q * X ==
:p

Eod

7
\.

Exemple 3 - Sommes classiques

100
o Y k= 100xU0H) _ 50 101 = 5050.
k=0

12
o > k=120 _ 513 =78,
k=0

10
E_ 121041 511
[ ] ;02 = T = 2 - 1

12 B 310 _ 1
o Y= x I = T
k=3
00 100 g g (1) )
J— J— 2 J—
e Y w=2(3) = 1T =2 (1 - 5mr)
k=0 k=0 2

Proposition 4 - Linéarité de la somme

Soit (ug)p<k<ns (Vk)p<k<n deux suites de réels et o un réel.

n

n n
Z(a X up + vg) =a2uk+2vk.
k=p k=p

k=p
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Exemple 4 - Un calcul de somme

Calculons
10 3 10 10 1
> (245r) =2+ (32 5)
k=3 k=3 k=3
10 1 k
=2(10 — -
(10 3+1)+3><Z<5
k=3
N3 1- 1)10—3+1
=2x8+43x (= 5
X + X(5) X 1_%
_ 1_5%_ -8
_16+53>< I _16+§x—x(1—5)
5
—16+i(1—5—8)
100

1.2 - Deux méthodes de calcul

Proposition 5 - Somme télescopique

Soit (ug)p<k<n+1 une suite de réels. Alors,

n

Z(Uk-i—l - Uk) = Un+1 — Up

et

A. Camanes



Chapitre VI - Calculs de sommes - Séries numériques

ECT 2

Exemple 5 - Deux sommes télescopiques

e Lorsque p=0et n =4,

4
Zuk+1—uk :(Ul—uo)+(U2—U1)+(U3—U2)+"'
k=0

"+(U4—U3)+(U5—U4)

= U5 — UgQ.

e On remarque que % — n+r1 SCESY) Ainsi,
~ 1 _i(l 1)
k1k(k+1) P k k+1

(Y
— k+1 k
B 1 1
 \n+1 1
=1— 1
n+1
n
En particulier, lim Y i = 1.

n—+00 7 k(k+1)

Proposition 6 - Changement d’indice

Soit (ug)o<k<n+1 une suite de réels.
k=n k—1=n—1 n—1

° Z Ukg—1 = Z Ukg—1 = Z Uy.
k=p k—1=p—1 {=p—1
k=n k+1=n+1 n+1

DUkl = DL Ukl = DL U
k=p k+1=p+1 {=p+1
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Exemple 6 - Un changement d’indice

n
On admet que, pour tout n entier naturel, > k? = w.

k=0
Alors,
n k+1=n+1 n+1
Z (k+1)? Z (k+1)? Zez
k=0 k+1=1
_’ilﬂ g2 D+ 1+ D)En+1)+1)
6

_ (n+ 1)(n+2)(2n + 3)
G )

IT - Séries numériques

Définition 2 - Série

Soit (up)nen une suite de réels. Pour tout n entier naturel, on
pose

n
Sn= up=1ug+u+ - +un.
k=0

e La suite (Sy)nen est la série de terme général wy,.
n

e Leréel S, = > uy est la somme partielle d’ordre n.
k=0
n
On note ) u, la suite (Z uk) .
k=0 neN

Exemple 7 - Des sommes partielles

e La somme partielle d’ordre 100 de la série de terme géné-

1 .
ral —est:
100

S100 —Z -
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e La somme partielle d’ordre 10 de la série de terme géné- ral ﬁ converge et
ral 2% est :
00 1
10 —
1 1 > =1
_ el _ k(k+1
5100—Z2k—2<1 211)' o R+ 1)
k=0
e Soit > uy la série de terme général 4™. Alors,
n
1— 4n+1
.. k
I1.1 - Nature des séries 24 =—1_1
k=0
Définition 3 - Série convergente, Série divergente =3 (4'”rl — 1)
. . — +00.
Soit (un)nen une suite de réels.
n . . s . s 2 .
o Si (> uk) est convergente, alors la série de terme Ainsi, la série de terme général 4" diverge.
k=0 neN ’
général u, converge. Sinon, la série de terme général u, e o ” .
. Théoréme 1 - Condition nécessaire de convergence
diverge.
e Si la série de terme général u, converge, la limite de e Si la série de terme général wu, converge, alors
n .
(Z Uk) est la somme de cette série. On note ngrfoo up, = 0.
k=0 neN e Si la suite (up)neny ne tend pas vers 0, alors la série de
+o0 n terme général u,, diverge.
= 1l . - 7
S i Y , _
k=0 k=0 Exemple 9 - Divergence grossiére

2
2 28 . ; n 4+l _ AT o &
Exemple 8 - Une série convergente / Une série diver- e Comme lim *7= = +o00, alors la série de terme géné-

n—-+0o0o
n?+1 3:
-= diverge.

. : 3n?—n+1

e Comme lim <"

e On a vu que pour tout n entier naturel non nul, n—+oo 2n(n+1)
3n?—n+1

1 ral 2n(n+1)

- 1
> =1 .
kzlk‘(k—{—l) n+1

gente

ral

= %, alors la série de terme géné-

diverge.

Ainsi, lim —-+1— = 1. Donc la série de terme géné-
’ n——+0o0o k(k+1) &
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I1.2 - Série géométrique

Théoréme 2 - Série géométrique
e Sig €| —1,1], alors la série de terme général ¢ converge
et N
oo
Sa=it,
1—-¢q
n=0

e Sig>1ougqg < —1, alors la série de terme général ¢"
diverge.

r
\.

Exemple 10 - Une série géométrique

Soit Y uy, la série de terme général 2% Alors,

n

> -
k 1
2 1-1

k=0
1
=2 (1— W)

— 2.

+oo
Ainsi, > 5 converge et sa somme vaut 2% =2.
k=0

IIT - 3 exemples de raisonnements

Théoréme 3 - Une série de Riemmann [H.P.]

1
Z 2 converge.
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Exemple 11

n
Pour tout n € N*, on note S,, = ) %
k=1
e Montrons que (S, )pen+ est croissante. D’aprés les proprié-
tés de la somme,

k=1 k=1

"1 1 "1
Y Bt L w

2 2 2
P k (n+1) P k
1

- >0

(n+1)2

Ainsi, pour tout n > 1, Sp4+1 = Sy, et (S,,) est croissante.
e En utilisant un changement de variable,
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e Montrons que (S),) est majorée. e D’aprés les propriétés de la somme,
n+1
k<k+1
1 1 n+1 n = Z A Z k!
— < T n

k=0
1 1
P Re e S

n—1 1 n— 1 = —1 = 0.

2 @ iP < K P

k=1 k=1 Ainsi, pour tout n > 0, Tp,+1 = T), et (T,,) est croissante.
Gt | oy 1 e De plus, pour tout k > 2,
1< -
= (k+1)? \kzl(k k+1) k>2
zn:i_1<1_l k(k—1)(k—2)-222x2X2X- X2
e B> 2h
- 1 1 < 1
S <1m = +1 oS ot
1

I

N
1=
[\
-

N
[\
NE

Ainsi, (S,) est majorée par 2. h=2 Zi_n_l
e Finalement, (S,) est croissante et majorée donc conver- T _9< 1
gente et Y k% converge. On peut montrer que sa somme " = it 2k—1
vaut T -l
T, < Z 50 + 2
Théoréme 4 - Série exponentielle [H.P.] =1 )
1 1-45
< 3 X 21 +2
7 converge. 1—-3
1
~ / < 1 - 2_77' + 2
Exemple 12 <3

Donc (T;,) est majorée par 3.

e Ainsi, (7,) est croissante et majorée donc convergente. On
peut montrer que sa limite vaut e'. On peut généraliser ce
résultat en montrant que pour tout réel x, la série > % k'
converge et sa somme vaut e”

n
Pour tout n € N, on note T, Z &
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Théoréme 5 - Série géométrique dérivée [H.P.]

Soit = € R tel que |z| < 1. Alors,

Z ket converge.

Exemple 13

n
On considére la fonction définie sur | — 1, 1] par f,,(z) = 3 =¥
k=0

La fonction f,, est dérivable et f/(z) = > kxk~1
k=1

_n+1
Or, fo(z) = 11+m
Ainsi,

—(n+Da"(1 —x) — (1 — 2" (-1)

/ —
fn(x) - (1 _ $)2
Or, lim (n+1)2" =0et lim 2"*! =0. Ainsi,
n——+0o00 n—+0o00
lim i (a) =
oo V) T (1—x)2

Donc Y kxz*~! converge et

400 1
kab—l = —— .
; (1— )

Lycée Ozenne

35

A. Camanes



