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Exercice 1.

Partie 1

Dans cette partie, on considére trois suites (an)n>1, (bn)n>1 €t (¢n)n>1 définies par la donnée des
premiers termes a; = %, bi=0etc = % et les relations de récurrence suivantes :

2 3 3

an+1 = 7700 + 7700 + {700

pour tout entier naturel n, ¢ b, 1 = %an + %bn + %Cn
5 5 4

Cntl = 770n + 7700 + 1700

1. Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n non nul, a,, + b,, + ¢, = 1.

On définit trois suites auxiliaires (2 )n>1, (Yn)n>1 €t (2n)n>1 par les relations : pour tout entier naturel
n non nul,
Ty = Qp + by + Cp, Yp = —ap + 2b, — ¢, et z, = —ba, — db, + Tcy,.

2. Montrer que la suite (z,,)n>1 est constante.
3.a) Montrer que la suite (yp)n>1 est géométrique de raison —ﬁ.

b) Donner, pour tout entier naturel » non nul, une expression de ¥, en fonction de n.
4.a) Montrer que la suite (z,,),>1 est géométrique.

b) Donner, pour tout entier naturel n non nul, une expression de z, en fonction de n.
5.a) Montrer que Vn € N*, b, = %(:cn + yn) et que ¢, = %(an + zn).

b) Déterminer, pour tout entier naturel n non nul, une expression de a,, en fonction de x,,, de y, et
de z,.

¢) En déduire, pour tout entier naturel n non nul, I'expression de a,, de b, et de ¢, en fonction
de n.

6. Déterminer les limites de (an)n>1, de (bn)n>1 et de (cn)n>1-

Partie 2
Un étang contient 3 goujons, 5 truites et 4 perches. Afin de ne pas vider I’étang, un pécheur décide
d’attraper un premier poisson et de le mettre dans son seau puis, a chaque fois qu’il attrape un poisson,
il relache sa derniére prise afin de placer la nouvelle dans son seau. On suppose qu’a chaque prise, le
pécheur attrape 1'un des poissons disponibles dans I’étang avec équiprobabilité.
Cependant, pour le premier poisson péché, les perches prennent peur lorsque le pécheur lance sa ligne
dans l'eau et elles se réfugient au fond de I'étang, ce qui fait qu’il devient impossible d’en attraper
une. Aprés le premier poisson, les perches s’habituent au pécheur et peuvent étre attrapées comme
n’importe quel autre poisson.
Pour tout entier naturel n non nul, on note

e (G, 'événement « le n® poisson péché est un goujon », de probabilité g,,

e P, I'événement « le n® poisson péché est une perche », de probabilité p,,,

e T, événement « le n®™° poisson péché est une truite », de probabilité t,.

7. Justifier que g1 = %, pr=0et t; = %
8.a) Donner les probabilités conditionnelles Pg, (G2) et P, (Ga).
b) En déduire la probabilité que le deuxiéme poisson attrapé soit un goujon.

9. Sachant que le pécheur vient d’attraper son deuxiéme poisson et qu’il s’agit d’un goujon, quelle est
la probabilité que le premier poisson péché soit une truite ?

10. Soit » un entier naturel non nul.

a) Donner les probabilités conditionnelles Pg, (Gpt1), Pp, (Gnt1) et Pr, (Gra1).

Lycée Ozenne 1/3 A. Camanes



ECT 2

b) Donner I'expression de g,+1 en fonction de gy, t, et de p, a ’aide de la formule des probabilités
totales.

¢) De méme, sans les justifier, donner une expression de p,4+1 et de t,4+1 en fonction de g,, de t,
et de py,.

11. A T’aide de la Partie 1, en déduire I’expression de g,,, de p, et de t, uniquement en fonction de n.

Partie 3

Sur un grand lac, le concours récompense les pécheurs ayant attrapé le plus de poissons en trois heures.
Le lac étant tellement grand qu’on suppose que les chances d’attraper un poisson quel qu’il soit sont
identiques et sont indépendantes du nombre de poissons déja péchés par les concurrents. Notre pécheur
est sur le lac et se concentre pour faire le plus de prises.

12. On a accés & une base de données SQL répertoriant les espéces de poissons présentes dans le lac
sous forme d’une table nommée poissons dont le schéma relationnel est le suivant.

poissons ‘

id : INTEGER

espece : TEXT
quantite : INTEGER
taille : INTEGER
protection : INTEGER

Chaque enregistrement de la table correspond & une espéce de poissons. Les attributs de la table sont
décrits de la maniére suivante :

e id : un numéro permettant d’identifier une espéce,

e espece : le nom de l'espéce,

e quantite : le nombre d’individus,

e taille : la taille moyenne des individus (en mm),

e protection : le statut protégé ou non de 'espéce (1 si protégée; 0 sinon).

a) Identifier la clef primaire de la table poissons.

b) Une étude du lac a été effectuée et il a été constaté une modification de la taille moyenne des
goujons, valant désormais 610 mm.
Ecrire une requéte SQL permettant de mettre a jour la base de données concernant la taille moyenne
des goujons (dont l'attribut espece est "goujon").

¢) Ecrire une requéte SQL permettant d’afficher la liste des poissons que les pécheurs peuvent
pécher, c’est-a-dire ceux qui ne sont pas protégés et dont la taille moyenne est supérieure ou égale a
125 mm.

13. Dans cette question, on découpe les trois heures en périodes de 20 minutes. Pendant chaque période
qu’on supposera indépendante, le pécheur attrape au plus un poisson et la probabilité d’attraper un
poisson est de 1/4.

a) Reconnaitre la loi de la variable aléatoire U donnant le nombre de poissons attrapés par le
pécheur pendant une période.

b) Reconnaitre la loi de la variable aléatoire V' donnant le nombre de poissons attrapés par le
pécheur pendant le concours.

¢) Quelle est la probabilité que le pécheur termine le concours bredouille, c¢’est-a-dire qu’il n’ait
attrapé aucun poisson ?

14. Dans cette question, on suppose & présent que le nombre de poissons attrapés par le pécheur sur
toute la durée de I’épreuve est une variable aléatoire X suivant une loi de Poisson de paramétre A > 0.

a) Rappeler X(Q),P ([X = k]) pour tout k € X(), ainsi que 'espérance et la variance de X en
fonction de A.

b) Quelle valeur faut-il donner a A pour que le nombre moyen de poissons attrapés par le pécheur
sur les trois heures soit identiques dans les questions 13 et 147
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¢) Avec la valeur de A trouvée précédemment, quelle est la probabilité que le pécheur termine le
concours bredouille ?

15. A quelques métres de sa barque, le pécheur apercoit son grand rival. On suppose toujours que le
nombre de poissons attrapés par le pécheur est donné par X qui suit une loi de Poisson de paramétre
A > 0 quelconque. On suppose également que le nombre de poissons attrapés par le rival est donné
par une variable aléatoire Y suivant une loi de Poisson de parameétre p > 0. Les variables aléatoires X
et Y sont indépendantes. A la fin du concours, le pécheur et son rival ont attrapé 15 poissons a eux
deux.

a) Justifier que [X +Y =15] = tj (X =kIN[Y =15—k]).
k=0

15
b) Montrer que P ([X +Y =15]) = 77 > (1k5))‘k“15_k e A,

¢) En déduire P ([X +Y = 15]) en fonction de \ et p.

d) Calculer, pour tout entier naturel & de [0, 15], la probabilité conditionnelle P[x_y_15 ([X = k])
en fonction de A, u et k.

e) On admet qu’il existe une variable aléatoire Z telle que
v k € [0,15], Py yy—15 (X = k) = P ([Z = k).

A [ N :
En remarquant que ot T 1, reconnaitre la loi de Z.

f) Justiﬁer que P[X+Y:15] ([X 2 Y]) = P[X—l—Y:lS} ([X 2 8])
Exprimer, a I'aide d’une somme, la probabilité que le pécheur ait battu son rival en fonction de A et p.
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