CT.D. Il - Intégrale sur un segment]

I - Calculs d’intégrales par primitives

Exercice 1. (Fonctions polynomiales, #) Déterminer des primitives des
fonctions suivantes puis calculer la valeur de 'intégrale :

1. 2$2+w+1. 3. 24363—1—2362 -1
/ (2% +x +1) da. / (423 + 22° — 1) da.

1 1
2. 2% +4x+2. 4. 210+ Lot + 5.

1
/ (22% + 4z + 2) d. / <x10 + 1334 + 1> dz.
0 0 5 2

Exercice 2. (Fonctions puissances, ;) Déterminer des primitives des
fonctions suivantes puis calculer la valeur de l'intégrale :

1. 23/2, 4. L.
1 o
/ 232 dz. / i da.
0 1 .%'5
2. . 5. (204 1)(a% + )"
1
1 2 5
— dx. / (2x + 1)(z° + z)° dx.
/0 Ve ~1
3. L. 6. (22 +1)(2® + 3z +4).
23:10 0
/ 1 dz. / (2% +1)(2® + 3z + 4) da.
1 3332 -1
Exercice 3. (Logarithmes & Exponentielles, £)
1 3 2 3x2+4a
.29:. . x3+2x2+1'
/ 3 /2 32?4 4
—dz. ———— dx.
1 1 w3 +222 41

Lycée Ozenne

3. th. 5. (e +1)(e” +2)%2.
1
/2 * da. / (e” +1)(e” +x)* du.
- 0
1 T 41
4' 2e12z . 6' 1236 ix .
1 x
_9 € x 0 e? +x
Exercice 4. (Calculs d’intégrales, £) Calculer les valeurs des intégrales
suivantes :
1 1 1
1. / (2 4+ 3z + 1) dx. 4. / — dz.
0 2 X
1 1
2. / ™ da. 5. / 2e% 4322 dz.

-1
3./ e dx.
1

A
1
Exercice 5. Soit A > 1. Déterminer / n(z)
1 X

dx.

II - Fonctions définies par morceaux

Exercice 6. (Loi uniforme) Soit f la fonction définie par f(z) = 0 si
z & [1,3] et f(z) = 5 sinon.

1. Représenter graphiquement la fonction f.

2. Déterminer les intégrales suivantes :

0 3
a) /2 f(z) da. d) /4f(a;) dz.
3/2 10

b) ) f(z) daz. e) f(z) dz.
- -5

c) /21 f(z) dx.
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3. Sixz € [1,3], déterminer / f(t) de.
1

Exercice 7. (Loi exponentielle) Soit f la fonction définie par f(x) = 0 si
r <0et f(z) =2e 2 sinon.

1. Représenter graphiquement la fonction f.

2. Déterminer les intégrales suivantes :

a) /Zf(a:) dz.

3/2

b) F(z) da.

3
d) /4 f(z) da.
10

e) f(x) dz.
5

—1
2
o) / ) do

xT

3. Siz >0, déterminer / f(t) dt et en déduire lim f(t) dt.
0

T—r+00 0

5

Exercice 8. (#) Calculer / |z — 2| d.
-1

III - Linéarité de l’intégrale

Exercice 9. (£)

1. Montrer que pour tout ¢ € [0, 1], l%rt =1- L.

1
2. En déduire la valeur de / L dt.
o 1+t

t?’L

dt.
1+¢

1
Exercice 10. (£}) Pour tout n > 1, on pose I,, = /
0

1

Montrer que I,4+1 + I, = P

1 1
1
Exercice 11. (%) Soit [ :/ dr et J :/ T
0 1 +x 0 1 +x

1. Calculer I.
2. Calculer I + J.
3. En déduire la valeur de J.

Lycée Ozenne

L, 1,3
Exercice 12. (%) Soit / = /0 1+ 22 dz et J = /0 1+ 22 de.
1. Calculer 1.

2. Calculer I + J.

3. En déduire la valeur de J.

IV - Dérivation par rapport aux bornes

xT
Exercice 13. (#7) Montrer que F(x) = / (t* —2t 4 1) dt est croissante.
3

Exercice 14. Soit f la fonction définie pour tout = > 1 par
T At

e
flz) = T dt.

1. Déterminer la dérivée f/ de f.

2. En déduire I’équation de la tangente & la courbe représentative de f
au point d’abscisse 1.

3. Déterminer la dérivée seconde f” de f.
V - Inégalités

Exercice 15. Soit g la fonction définie pour tout « > 1 par g(z) = Z—;
1. Déterminer la dérivée ¢’ de g.

2. En déduire le tableau de variations de g.

3
3. En déduire I'encadrement : 0 < / g(t)dt < 2e.
1

Exercice 16. Soit f la fonction définie pour tout = > 1 par
T At

e
flz) = T dt.

1. Minorer 1 pour tout ¢ € [1,z] et en déduire que f(z) > &2

2. En déduire gcll)l}rloo f(x).
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Exercice 17. (#7) Pour tout n entier naturel, on pose

1/2 "
= dx.
Unp /0 1 _x2 T

. Montrer que la suite (u,) est décroissante.

. Montrer que (uy,) est minorée par 0.

2 4 (1)n+1.

, montrer que u, < 3 3

1

2

3. En minorant 1 —x 3t
4

. En déduire la limite de la suite (uy,).

Exercice 18. (#7) Pour tout n entier naturel non nul, on pose
1
I, = / In(1+ 2") dz.
0
1. Montrer que, pour tout n entier naturel non nul, 0 < I,, < In(2).

2. Etudier les variations de la suite (I,,).

3. En déduire que la suite (I,,) converge.

VI - Intégrations par parties

Exercice 19. (%) A l'aide d’une intégration par parties, calculer les

intégrales suivantes :
1
4. / 22 e® du.
0

1
1. / xe’ dx.
0
2
S. / 2% In(x) dz.
1

2

2. / ze? du.

1

3. / zIn(z) dz. 6. / (In(t))? dt.
1 1

Exercice 20. Soit A > 1. A I'aide d’une intégration par parties, détermi-

A
1
ner / n(f) dx.
1 xr

Exercice 21. Soit f la fonction définie pour tout > 1 par

fay= [ S

Lycée Ozenne

1. A l'aide d’une intégration par parties, montrer que
flz)=— —e+ / — dt.
2. A l'aide d’une seconde intégration par parties, montrer que

f(z) = i+—2e+2/ — dt.

Exercice 22. (#7) Pour tout mn entier naturel, on pose

1
un:/ (1—t)"e dt.
0

1. Calculer uyg.

2. Montrer que f(t) = (2 — t)e' est une primitive de la fonction
g(t) = (1— )¢
3. Déterminer la valeur de wu;.

4. A I’aide d’une intégration par parties, montrer que, pour tout n entier
naturel, u,+1 = (n + 1)u, — 1.

5. Montrer que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

6. Déterminer la limite de (nuy,).

Exercice 23. (#7) Pour tout n entier naturel non nul, on pose
e
Up :/ t(In(t))™ dt.
1
1. Calculer uyg.
2.a) Montrer que, pour tout ¢t € [1,¢e], 0 < In(t) < 1.
b) En déduire que la suite (u,) est décroissante.

3. En utilisant une intégration par parties, montrer que pour tout n

2
entier naturel, u,11 = 5 — ”THUn

4. En déduire uq, uo et ug.
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