T.D. VI - Calculs de sommes
Séries numériques

I - Calculs de sommes

Exercice 1. (Sommes a étendre, £) Calculer les sommes suivantes :

5 7 27
1. 3 3. 3. 3¢ 5. Y k.
k=0 (=1 k=12
5 5
2. Y 10. 4. Y 2
n=3 (=2

Exercice 2. (Sommes géométriques, £;) Calculer les sommes suivantes :

12 5
1. Y 2k 5 33 -2)
k=5 /=1
2. 3 (<1 6 f(ﬁJri)
* . . 5k qk |-
n=3 k=0
5 n
3. Z 22% 7. Z 3’“;};4’“
n=1 k=0
4 32n+1
4. 21227,"4.
n=

Exercice 3. (8) Soit (uy,),en une suite arithmétique de premier terme
ug = 1 et de raison 4. Soit n € N.

1. Exprimer u, en fonction de n.

10
2. Calculer >’ uy.
k=0

Exercice 4. (%) Soit (wy)nen une suite géométrique de premier terme
wo = 4 et de raison % Soit n € N.

1. Exprimer w, en fonction de n.

21
2. Calculer > wy.
k=5

Lycée Ozenne
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II - Sommes télescopiques

Exercice 5. (#) Pour tout n entier naturel, on pose w, = 2% Soit
(un)nen la suite définie par

1
uozoetVnEN,unH—un:iwn.

Donner I'expression de u, en fonction de n.

Exercice 6. (#}) Pour tout n entier naturel, on pose w, = (%)n Soit
(tn)nen la suite définie par

1
uozletVneN,unH—un:an.

Donner 'expression de u,, en fonction de n.
Exercice 7. (%) Soit (uy,)nen une suite de réels telle que ug = 1 et

1

n
VneN, upt1 —up = <2> .

Pour tout n entier naturel, exprimer u,, en fonction de n.

Exercice 8. (#3) Soit (v, )nen la suite de réels telle que vg = 0 et
VneN vp1 —v, =(=8)".

Pour tout n entier naturel, exprimer v,, en fonction de n.

Exercice 9. (#7) Soit (by,)nen la suite définie pour tout entier naturel n
par b, = n3""!. Soit n € N.

n

1. Montrer que 2b, = b,11 — b, — 3™

2. Calculer 3. 3%
k=0
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n

3. Montrer que Y (bgt1 — bx) = bpy1.
k=0

4. En déduire que

ko1 (n+1)3* 1 3
Zk3 =+t

Exercice 10. Pour tout & > 1, on pose uj, = In (&£L).

1. Exprimer uy en fonction de In(k 4 1) et In(k).

N n
2. A l’aide d’une somme télescopique, calculer »_ uy.
k=1

3. En déduire la nature (et éventuellement la somme) de la série > ug.

Exercice 11. (#7) Soit (uy,)nen la suite définie par ug = 1 et, pour tout
n entier naturel, upy1 = uy e~1/un Montrer que, pour tout n entier
n

naturel, —In(u,41) = > i

III - Séries géométriques. .. et plus

Exercice 12. (%) Vérifier la convergence puis calculer les sommes sui-

vantes :
too 190 o1
L. ’;05%. 4. go S
+oo . +o0o )
2. Y % 5.3 (3).
k=0 =1
oo 20+1
3.3 o 6. Z .
k=0

Lycée Ozenne
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Exercice 13. Pour tout n entier naturel, on pose u, =5 X (%)n + %

1. Montrer qu’il existe un unique réel a tel que la série de terme général
a — uy converge. Donner la valeur de ce réel ag.

+oo
2. En déduire la somme Y (ag — uy).
k=0

Exercice 14. Pour tout n entier naturel, on pose u,, = % (1 — Sin) — a.

Montrer que la série de terme général u, converge si et seulement si

_1
04—4.

Exercice 15. Pour tout n entier naturel, on pose

43\ 16 9N\
Prn=7%1\5 25 \ 25 '

1. Montrer que les séries > (%)n_l et > (%)n_l

n=1 n=1

convergent.

+00
2. Vérifier que Y p, = 1.

n=1

Exercice 16. (#7) Soit n € N.

EPMIC NI

n
1. Montrer que > ki (%)k_
k=1 k=1

2. A P’aide d’un changement de variable, montrer que

gk (i)k - ”:m 0 @e

=0
n—1

3. En déduire que Z k1 (%) => (%)k—n(%)n
k=1 k=0

+00
4. En utilisant les questions précédentes, calculer k& (%)k
k=1
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