T.D. VIl - Réduction
des matrices carrées

I - Valeurs propres / Vecteurs propres

. . 2 -1 -1
Exercice 1. Soit A = <1 4 >, X = < 1 )

Montrer que X7 est un vecteur propre de A et préciser la valeur propre
associée.

. . -2 -1 -1
Exercice 2. Soit A = < 1 0>,X1_ < 1
Montrer que X7 est un vecteur propre de A et préciser la valeur propre
associée.

Exercice 3. Soit A = @ f) X = <g> et Xy = <_\/*§>

Montrer que X7 et X5 sont des vecteurs propres de A et préciser les
valeurs propres associées.

Exercice 4. Soit A = <:? _01>7 X, = (1 +1\@> ot Xy — <1 —1\/§>'

Montrer que X7 et X5 sont des vecteurs propres de A et préciser les
valeurs propres associées.

-3 -5 6 1 1
Exercice 5. Soit A= | -5 -3 6|, Xi=|-1]etXo=1]1] et
-6 —6 10 0 2
1
X;=[1
1

Montrer que X1, Xo et X3 sont des vecteurs propres de A et préciser
les valeurs propres associées.

9 -7 6 1 1
Exercice 6. Soit A = | -7 9 6], X3 =|—-1] et Xo=|1] et
3 3 2 0 1
1
X35=11
-1
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Montrer que X1, X9 et X3 sont des vecteurs propres de A et préciser
les valeurs propres associées.

IT - Polynémes annulateurs

. ) (2 2
Exercice 7. Soit A = <2 2).

1. Exprimer A2 en fonction de A. En déduire un polynéme annulateur
de A.

2. En déduire déduire les valeurs propres possibles de A.

1 1
On pose P = <1 _1>.

3. Montrer que P est inversible et déterminer P~ 1.

4. Calculer P~'AP et en déduire que A est diagonalisable.

2 -2 1
Exercice 8. Soit M = 2 -3 2
-1 2 0

1. Cacluler le produit matriciel (M — I)(M + 3I).
2. Déterminer un polynéme annulateur de M.

3. En déduire les valeurs propres possibles de M.

010
Exercice 9. Soit J =11 0 1
01 0

1. Montrer que J3 = 2J.

2. En déduire les valeurs propres possibles de J.
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T.D. VIII - Réduction des matrices carrées

ECT 2

-1 0 1
Exercice 10. Soit A= 0 2 0 | et R(X)= X3+ X?—-4X —4.
0 0 -2

1. Montrer que R est un polyndéme annulateur de A.
2. En déduire que A est inversible et déterminer A~L.

3. Déterminer R(2) et en déduire qu’il existe un polynéome ), dont on
précisera le degré, tel que R(X) = (X — 2)Q(X).

4. Effectuer la division euclidienne de R(X) par (X — 2) et en déduire
la valeur de Q(X).

5. En déduire les valeurs propres possibles de la matrice A.

-1 1 0
Onpose Xi=| 0 |, Xo=]0] et Xsg=1{|1
1 0 0

6. Vérifier que X1, Xo et X3 sont des vecteurs propres de A et préciser
les valeurs propres associées.

-1 10 -2 0 0
Onpose P=[ 0 0 1|JetD=| 0 -1 0
1 00 0 0 2

7. Vérifier que AP = PD et en déduire que A est diagonalisable.
III - Calculs de puissances

Exercice 11. Soit (u,), (v,) et (w,) trois suites définies par uy = 1,

vo=—1, wg =2 et
Upt1 = —3Up +4v, —wy
VneN Cv,1 =2,
Wpt1 = —4v, — 2wy,

1. Déterminer les valeurs de uq, vy et wi.

2. Pour tout n entier naturel, exprimer v, en fonction de n.

-3 4 -1 1 0 1 -3 0 0
OnposeA=(0 2 0]),P=(0 1 O0JeeD=|0 2 0].
0 -4 -2 01 1 0 0 -2

3. Vérifier que PA = DP et en déduire que A est diagonalisable.
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Soit n € N.

4. En déduire, par récurrence, une expression de A™ en fonction de D",
P~ letP.

5. Déterminer D" et en déduire les 9 coefficients de A™.
Un

Pour tout n entier naturel, on pose U, = | v,
Wnp,

6. Montrer que, pour tout n entier naturel, U, 1 = AU,.
7. Montrer par récurrence que, pour tout n entier naturel, U,, = A™Uj.
8. En déduire les expressions de u,, v, et w,.

Exercice 12. Soit (uy), (v,) et (wy,) trois suites définies par ug = 1,
vg=—1,wg =2 et

Uptl = —Up + Wy
VneN, o1 =2v, — 4w, .
Wpy1 = —2wWy

1. Déterminer les valeurs de uq, v1 et wi.

2. Pour tout n entier naturel, exprimer w,, en fonction de n.

-1 0 1 -1 1 0 -2 0 0
Onpose A=(0 2 —4|,P=(1 0 1|eteD=(0 -1 0.

0 0 -2 1 0 0 0 0 2
3. Vérifier que AP = PD et en déduire que A est diagonalisable.

Soit n € N.

4. En déduire par récurrence que, une expression de A™ en fonction de
D", P~ let P.

5. Déterminer D" et en déduire les 9 coefficients de A™.
Un,

Pour tout n entier naturel, on pose U, = | v,
W,

6. Montrer que, pour tout n entier naturel, U,.1 = AU,,.
7. Montrer par récurrence que, pour tout n entier naturel, U,, = A™Uj.

8. En déduire les expressions de uy,, v, et wy.
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