[ T.D. | - Etudes de fonctions ]

I - Inégalités

1

Solution de I’exercice 1. Comme - > 0, alors

0<

S

1
n+1< n+1+f

Comme la fonction inverse est décroissante,

1 1
r<— <
n+1+ n n+1
O
Solution de I’exercice 2. D’aprés les hypothéses,
0<z«<1
1<1+2<2.
Comme la fonction logarithme est croissante,
In(1) =0 < In(1 + ) < In(2).
Comme z > 0, alors 2™ > 0 et
0<z"In(l+2z) <2"1In(2).
O

IT - Etude de trinémes

Solution de I’exercice 3. Le discriminant du trinéme z? + 2 + 1 vaut
A =12 —4x1x1=—3. Ainsi, le discriminant est strictement négatif

Lycée Ozenne

et le trindme est toujours du signe de son coefficient de plus haut degré,
soit
VeeR, 224z4+1>0.
O
Solution de I’exercice 4. Comme un carré est toujours positif, h(x) est
du signe de 22 —z + 1.
Le discriminant de 22 —z+1 vaut (=1)2 —4x 1 x 1 = —3 < 0. Ainsi, le

discriminant est strictement négatif et le trindme est toujours du signe
de son coefficient de plus haut degré, soit

V>0 z2—z+1>0.

Finalement,
Va>0,h(z)>0
L]
Solution de I’exercice 5. Comme un carré est toujours positif, f(x)

est du signe de —222 — 2z + 1. Le discriminant de ce trinéme vaut
A= (=22 —-4x(-2)x1=4+8=12. Ainsi, ses racines sont

2-2v3 —14++3 24+2v3 —-1-+3
4 g AmE—— =

xr1 =

D’apreés les propriétés sur les signes des trindmes, on obtient le tableau
de signes suivant :

T —00 *15\/3 *1;\/3 +00
f(z) — 0 + 0 —
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ITI - Etude de signes

Solution de I’exercice 6.

1—1In(z) >
1> In(x

& ln(ac)
In(z)

)
1

<
& e <el , car l'exponentielle est croissante

S r<e

car la fonction exponentielle est croissante.
On obtient ainsi le tableau de signes suivant :

glx) |l + 0 -

O]

Solution de I’exercice 7. Comme un carré est toujours positif, g(z) est

du signe de z + 2. Comme = >

—1,alors x +2 > 1 > 0 donc g est

toujours positive. O

Solution de ’exercice 8. Comme x >

1, alors 23 > 0. Ainsi, g(z) est du

signe de —3 + 21In(z). Or,

—3+2In(z) >0
< 2In(z) >3

< In(z) >

N W

w

& e"®) > e3/2 car lexponentielle est croissante

8/2

@

S x=>e

car la fonction exponentielle est croissante.
On obtient ainsi le tableau de signes suivant :

Lycée Ozenne

O]

Solution de I’exercice 9. Comme la fonction exponentielle est a valeurs

positives, alors
em
VeeR, ——= >0
v (14 e7)3

Ainsi, f(z) est du signe de e* —1. Or,

e" =1>0
s et >1
< In(e®) > In(1), car In est croissante

S x>0

car la fonction logarithme est croissante.
On obtient ainsi le tableau de signe suivant :

fx) — 0 +

Solution de ’exercice 10. Sit < 0, alors f(¢) = 0.
Sit >0, alors

t
& —t<—§, car —1 <0

s el e_t/2, car ’exponentielle est croissante

& et/Q—e_t>0

Ainsi, la fonction f est & valeurs positives.

O]
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IV - Calculs de dérivées

Solution de D’exercice 11. La dérivée de In(u(zw)) est u/((gf)). Ici,
u(z) =14 €® donc v/(x) =0+ e®. Ainsi,
eZ'
h'(z) =
(@) 1+e”
O

Solution de I’exercice 12.

1. La fonction f est de la forme f = ¥ ot u(x) = e et v(z) = 1+ e”.
Ainsi, u/(z) = e, v'(x) = e” et

(@) — u(@)(@) | eR(1 4 eT) — oter
fla)= (@) =T e
ea:_|_62:c_62x
= Ay
= Arop

2. Comme la fonction exponentielle est & valeurs positives, alors f’(x)
est toujours positive et f est donc strictement croissante.

x —00 —+00

/(@) +

f@ |

3. D’aprés la définition, ’équation de la tangente est donnée par :

y=1(0)(x—0)+ f(0)
0 o0
0)2 x+1+e0

—

(§
1+
+

»MR
M\Hm

Lycée Ozenne

4. En posant u(z) = e* et v(x) = (
f =% De plus, u'(x) = e et v'(x)

u'(z)o(z) — u(z)v'(z)

1 -|— )2 la fonction f est de la forme
=2¢e"(1+¢e"). Ainsi,

1
f (.%')— ’1}2(1'
et (14e")? —e"2e(1 + ")
- (1+e)t
- o1 +et=2e”
=€ (1+e )W
P e ci
Y U ten)d

5. Comme €® > 0, alors f”(x) est du signe de 1 — e”. Or,

1—-e*>0
X

[§]

—
WV

In(1

In(e®), car In est croissante

O ~—
VoWV

x.

Ainsi, f” est positive sur R_ et négative sur R,. La courbe représen-
tative de f posséde donc un unique point d’inflexion qui est d’abscisse
0. O
Solution de I’exercice 13.

1. La fonction f est dérivable et

f'(x) = 32 — 62 = 3z(z — 2).
Les racines du trinome f’ sont donc 0 et 2.
De plus, f(0) = =9 et

f(2):23—3><22—Z:8—12—2

4
_32-48-9 25
=1 I
Enfin, comme la limite en I'infini du polynéme f est identique & celle
de son terme de plus haut degré =3, alors

lim f(z)=—ocoet lim f(x)=+oc.

T—r—00 T—+00

On obtient ainsi le tableau de variations suivant :
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x —00 0 2 +00
f(x) + 0 — 0 +
-9 400
4
f(w) - / \ N /
- 4

2. D’apreés le tableau de variations, f est toujours négative sur | — oo, 2.
Ensuite, f est strictement croissante sur [2, +oc[. Elle réalise donc une
bijection de [2,+oo[ dans [f(2), +o0[. Comme 0 € [f(2),+o0], il existe
un unique réel A tel que f(A\) = 0. O

Solution de I’exercice 14.

1. La fonction f est de la forme In(u) ot u(z) = x? + = + 1. Ainsi,
u'(x) = 22 + 1. On obtient ainsi,
u'(x) 2z + 1

fw) = u(z) T2tz

2. La fonction f” est de la forme % ot u(z) = 2241 et v(z) = 2*+a+1.
Ainsi, v/ (z) =2, v'(x) =22+ 1 et

u'(z)v(z) — u(z)v'(z)

1
f (:U): U2(£L')

222 +z+1)— 2z +1)(2x + 1)

- (x2 +2+1)2
202 + 22 +2 —4a? — 4z — 1

- (22 4z +1)2
—27% — 22+ 1

T (@t 12

O
Solution de I’exercice 15.

1. La fonction f est de la forme uv ot u(z) = x et v(z) = In(1 + ).

Comme u'(z) = 1 et v/'(x) = =

Tz alors

7/(w) = (z)o(@) + u(e)o' (@) = (1 + 2) + o= Jlr -

Lycée Ozenne

2. La fonction g(z) = {7 est de la forme ¥ ot u(z) = x et v(z) = 1+z.

Ainsi,

o d(@(r) —u(z)(z)  14+z—x 1
) R (s B (s
Finalement,
F(2) 1 1 _ 242

:1—|—x+(1+m)2 (1+ )2

Solution de I’exercice 16.
1. La fonction f est de la forme % avec u(z) = In(z) et v(z) = x.

Comme o/(z) = L et v/(z) =1, alors

v (x)v(z) — u(z)v(z)

v?(z)

fl(z) =

=
8
|
=)
&
I
—
|
=3
&

2. D’aprés la définition, la tangente a la courbe représentative de f au
point d’abscisse e3/2 a pour équation

e (07 (o-3) 11 ()

B 1 —Ined/? 3 Ine3/2
T (322 7 2) " 32

U

3. La fonction f’ est de la forme % avec u(z) =1 —In(z) et v(z) = 22.
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Comme u'(z) = —1 et v/(z) = 2z, alors

f(z) = U'(ﬂf)v(ﬂqu%;)t(w)v’(m)
—1.22 - (1-In(z))2z
!
—x — 2z(1 — In(z))
x4
~1+2(1 —In(z))
3
1+2-—2In(z)
3
3 —2In(x)
xs

V - Calculs de limites

Solution de ’exercice 17.

1. Comme lim e* =0, d’aprés les opérations sur les limites,
T—r—00

lim f(z) 0 0.

T——00 :1—|—0:

2. En factorisant le dénominateur par e, qui est une quantité non nulle,

e” 1 1

f(ZC): ot (e%_i_l) - | = 1+e’
Comme lim e ™™ = 0, d’aprés les opérations sur les limites,
Tr—r+00
: _ 1
mgrfoo f(ﬂj‘) - 140 L =

Solution de I’exercice 18.

1. Comme f est une fraction rationnelle, elle se comporte comme le
rapport des termes de plus haut degré. De plus,

. T .
lim == lim —=0".
r——4oco I r—+4oo I

Lycée Ozenne

Ainsi,
li =0".
A S =0
2. Comme f est une fraction rationnelle, elle se comporte comme le
rapport des termes de plus haut degré. De plus,

lim — = lm - =0".
T——00 T T——00 T
Ainsi,

Solution de ’exercice 19.

1. En utilisant les régles de factorisation,

h(z) = i (z? —2In(z) —1).

D’aprés le théoréme des croissances comparées, lir% xIn(x) = 0. D’aprés
r—r

les opérations sur les limites,

lim (2 —zln(z) —1)=0-0—1=—1.

z—0t

Comme lim + = +o00, alors
z—0+ T

lim h(z) = —oc.
z—07F

2. En utilisant les régles de factorisation,

hz) = (1 _In(@) _ 12> .

T xT

lim 2@
T——+00

D’aprés le théoréme des croissances comparées, = 0. D’aprés

les opérations sur les limites,

1 1
lim <1— n(“")—> —1-0-0=1.

xr—+00 T x2
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Comme lim x = +o0, alors
r—r+00

lim h(x)= +oo.

T—>—+00
O
Solution de I’exercice 20.
1. D’aprés les propriétés du logarithme,
g(1)=1—-1In(1) =1.
2. Comme lim x = 0 et lim In(z) = —oo, alors par addition des limites,
z—0 z—0
lim g(z) = +o0.
z—0
3. En factorisant par =z,
In(x)
= 1— .
g(x) = ( . >
D’aprés le théoréme des croissances comparées, lim (@) _ g, Ainsi,
r—+00
lim 1-— @ = 1. Finalement,
T—r+00
O

Solution de I’exercice 21.

1. Comme un polynéme se comporte en l'infini comme son terme de
plus haut degré,

2

lim 2°+2z+1= lim 2% = +oo.

T—r—00 T—r—00

Comme lim In(X) = +o0, alors par composition des limites,
X—+o0

lim f(z)= +o0.

T—r—00

Lycée Ozenne

2. Comme un polynoéme se comporte en l'infini comme son terme de
plus haut degré,

lim 2°+2z+1= lim 22 = +oo.
Tr—+400 T—r—+00

Comme lim In(X) = +o0, alors par composition des limites,
X—+o0

lim f(z) = +oc.

r—r+00
O
VI - Limites a droite / & gauche
Solution de I’exercice 22.
1. Sit <0, alors f(¢t) = 0. Ainsi,
lim f(¢t) = lim 0=0.
t—0— t—0—
Sit e [0,1], alors f(t) = nt" L. Ainsi,
lim f(t) = lim nt""! = 0.
L S0 = g
La fonction f est donc continue en 0.
2. Sit > 1, alors f(t) = 0. Ainsi,
li t) = lim 0=0.
J 0= i
Sit€10,1], alors f(t) = nt" L. Ainsi,
lim f(t) = lim nt" ! =n.
t—1— t—1—
Comme n # 0, la fonction n’est pas continue en 1.
O

Solution de ’exercice 23. Si x < 0, alors f(z) = 0. Ainsi,

lim f(z)= lim 0=0.

z—0~ z—0~
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Siz >0, alors f(z) = —%5. Ainsi,

z+1"
lim f(z) = i 0 0
im f(x)= lim =——=0.
z—0+ z—otz+1 0+1
La fonction f est donc continue en 0. O

Solution de ’exercice 24. Comme f est constante sur | — oo, 1[, alors f
est continue sur | — oo, 1[.

D’aprés les théorémes usuels, f est continue sur [1, +o00].

De plus, si z < 1, alors f(x) = 0. Ainsi,

lim f(z)= lim 0=0.

r—1— r—1—

Siz > 1, alors f(z) = h;(;”). Ainsi,

. . In(z) In(1)
1 =1 =—==0.
A=l T =
Ainsi, f est continue en 1.
Finalement, f est bien continue sur R. O

Solution de ’exercice 25. La fonction f est constante donc continue
sur | — oo, 0] et |1, +oo[. D’aprés les propiétés des fonctions usuelles, la
fonction f est continue sur [0, 1]. Etudions la continuité en 0 et en 1.

* Sit <0, alors f(t) = 0. Ainsi,

lim f(t) = lim 0=0.
t—0— t—0—

Sit€[0,1], alors f(t) = & Ainsi,

1+t
kt 0
li t)=lim — =k——F>=0.
AR TO= AR T TR

De plus, f(0) = 0.
Ainsi, lim f(t) = lim f(¢) = f(0), donc f est continue en 0.
t—— t—0+t

% Sit>1, alors f(t) = 0. Ainsi,

lim f(¢) = lim 0=0.

t—1t t—1t

Lycée Ozenne

Site0,1], alors f(t) = % Ainsi,

lim f(¢t) = lim

Ko 1k
t—1- 51— 1+t 141 2

Comme k # 0, alors lim f(¢t) # lim f(¢), donc f n’est pas
t—1- t—1+t

continue en 1.
Finalement, f est continue en tout point de R différent de 1. O
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