( T.D. | - Etudes de fonctions ]

I - Inégalités

Solution de I’exercice 1. Comine % > 0, alors

1
n+l<n+1+—.
n
Comme la fonction inverse est décroissante,
1 1
T
n+1+ n n+1

Solution de ’exercice 2. D’aprés les hypothéses,

Comme la fonction logarithme est croissante,
In(1) =0 < In(1 + ) < In(2).
Comme z > 0, alors z™ > 0 et

0<a2"In(1+2) <2"In(2).

IT - Etude de trinémes

Solution de I’exercice 3. Le discriminant du trinéme z? 4+ z + 1 vaut
A =12 —-4x1x1= —3. Ainsi, le discriminant est strictement négatif
et le trindme est toujours du signe de son coefficient de plus haut degré,
soit

VeeR 224+z+1>0.

Lycée Ozenne
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Solution de I’exercice 4. Comme un carré est toujours positif, h(x) est
du signe de 22 —  + 1.

Le discriminant de 22 —x + 1 vaut (—=1)2—4x 1 x1 = -3 < 0. Ainsi, le
discriminant est strictement négatif et le trinébme est toujours du signe
de son coefficient de plus haut degré, soit

V:c>0,x2—a:+1>0.

Finalement,
Vx>0, h(z)>0.

O

Solution de I’exercice 5. Comme un carré est toujours positif, f(z) est
du signe de —2z2 — 2z + 1. Le discriminant de ce trindme vaut A =
(—2)2 —4 x (~=2) x 1 =4+ 8 = 12. Ainsi, ses racines sont

2-2v3  -1+V3 2+2V3  -1-V3
e R

D’aprés les propriétés sur les signes des trindmes, on obtient le tableau
de signes suivant :

x1

T —00 *15‘6 *1;\/5 +00
f(z) — 0 + 0 -

ITII - Etude de signes

Solution de ’exercice 6.
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car la fonction exponentielle est croissante. Ainsi, f(z) est du signe de e —1. Or,
On obtient ainsi le tableau de signes suivant :
e?—-1>0
x 0 e +00 S et >1
Sx20
g(x) | | + 0 - -
car la fonction logarithme est croissante.
O On obtient ainsi le tableau de signe suivant :
Solution de I’exercice 7. Comme un carré est toujours positif, g(z) est
. . . . . x —00 0 +00
du signe de x + 2. On obtient ainsi le tableau de signe suivant :
x — 0
x -1 -2 400 1@
g(z) | | - 0 + O
Solution de I’exercice 10. Si t < 0, alors f(¢) = 0.
- Comme t > 0, alors
Solution de I’exercice 8. Comme = > 1, alors 23 > 0. Ainsi, g(z) est du "
signe de —3 + 2In(x). Or, B St
—3+2In(z) >0 @_tg_%
& 21 >3
n(@) /3 s e tg e_t/z, car ’exponentielle est croissante
<:>1n(x)>§ o et >0
3/2
< rzens Ainsi, la fonction f est & valeurs positives. O
car la fonction exponentielle est croissante.
On obtient ainsi le tableau de signes suivant : IV - Calculs de dérivées
x 0 e3/2 +00
Solution de D’exercice 11. La dérivée de In(u(z)) est Z((;”)). Lci,
9(x) | B 0 + u(z) = 1+ €® donc u/(z) = e®. Ainsi,
e:B
O W (z) = e
e
Solution de I’exercice 9. Comme exponentielle est a valeurs positives,
alors O

el‘

VieR, — >0
TER Myer)
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Solution de I’exercice 12.
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1. La fonction f est de la forme f = % ot u(z) = e” et v(z) = 1+ €”.
Ainsi, u/(z) = e, v/(z) = €* et

poy w(@)v(z) —u(x)v(z) (1 +e") —e”e”
Fw) = v2(x) B (14 e7)2
et 1 621 _ e2x
- e
= 0ror

2. Comme la fonction exponentielle est a valeurs positives, alors f/(z)
est toujours positive et f est donc strictement croissante.

x —00 +0oo

/(@) +

f(z) /

3. D’apres la définition, I’équation de la tangente est donnée par :

y=f'(0)(z—0)+ £(0)

0 0

e
)23;+ 1+ef

( e
_:L' 1
4 2

4. En posant u(z) = e* et v( )= (1 —i— )2 la fonction f est de la forme
f =% De plus, u/(z) = e* et v/(z) = 2e"(1 + ). Ainsi,

u'(z)v(x) - U()()

1"
f (x)_ 1)2(.%)
et (14 e")2 —e"2e"(1 +e%)
- (1+e)!
146" =26
-+ e
IV e ci
=€ m

Lycée Ozenne

Solution de ’exercice 13.

1. La fonction f est dérivable et

f'(z) = 32% — 62 = 3x(x — 2).
Les racines du trinéme f’ sont donc 0 et 2.
De plus, f(0) = —% et

9 9
) =23 _3x22 -~ =—8_-12-°
f(2) X 1 1

_32-48-9 2%

B 4 4
Enfin, comme la limite en l'infini du polynéme f est identique & celle
de son terme de plus haut degré 23, alors

lim f(z)=—-occet lim f(z)=+o0.

T—r—00 T—+00

On obtient ainsi le tableau de variations suivant :

x —00 0 2 +00
f'(x) + 0 — 0 +
—% 400
f(:E) . / \ ” /
T4

2. D’apres le tableau de variations, f est toujours négative sur | — oo, 2].
Ensuite, f est strictement croissante sur [2, +oo[. Elle réalise donc une
bijection de [2,4o00[ dans [f(2), +oo]. Comme 0 € [f(2), +o0], il existe
un unique réel A tel que f(A) = 0. O

Solution de I’exercice 14.
1. La fonction f est de la forme In(u) ot u(x) = 2% + x + 1. Ainsi,
u'(x) = 2z + 1. On obtient ainsi,

b u(x) 2w 41
fle)= u() 2tz +1

A. Camanes
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2. La fonction f” est de la forme % ot u(z) = 2z+1 et v(z) = 2*+x+1.
Ainsi, v/(z) =2,V () =2z + 1 et

' (x)v(x) — u(z)v' (x)

1
f(w): Uz(x)
222 +2x+1)— (20 +1)(2x + 1)
- (22 +2+1)2
202 + 21 +2 — 42 — 42— 1
- (22 +2+1)2
222 —2x +1
T @ Ar+1)?

O

Solution de ’exercice 15.

1. La fonction f est de la forme uv ou u(x) = x et v(x) = In(1 + x).
Comme v'(z) =1 et v'(x) = p%x, alors

f(x) =d (x)v(x) + u(x)v' () = In(1 +2) + 2 ! .

142
2. La fonction g(z) = {77 est de la forme ¥ ot u(z) = x et v(z) = 1+z.
Ainsi,
J(x) = v (x)v(x) — u(z)v'(x) _ltr—z 1 ‘
v?(x) 1+z)2 (1+x)?
Finalement,
1 1 2
(@) e

:1+33+(1+$)2 (1+ )2
O

Solution de I’exercice 16.

1. La fonction f est de la forme ¥ avec u(z) = In(z) et v(z) = x.

Comme v/(z) = L et v/(z) =1, alors
o (x)v(z) — u(z)v(x)
v?(x)

3 %~ In(z) 1—In(z)
_ .

=

T

Lycée Ozenne

2. D’apreés la définition, la tangente a la courbe représentative de f au
point d’abscisse e3/2 a pour équation

e (07 (o 3) ()

B 1 —Ined/? 3 Ine3/2
- (63/2)2 B 03/2

3. La fonction f’ est de la forme % avec u(z) =1 —In(z) et v(z) = 22.
Comme v/(z) = —1 et v/(z) = 2z, alors

o (x)v(z) — u(z)v'(x)

f(x) =

v*()
B —1.27 - (1-1In(z))2z
= o
_ T 2z(1 — In(x))
x4
_ 1421 —In(z))
= —
~ 1+2-2In(x)
= —
3 —2In(x)
=-—0

V - Calculs de limites

Solution de ’exercice 17.

1. Comme lim e =0, d’apreés les opérations sur les limites,
T——00

0

Jm f@) =375 =0

A. Camanes
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2. En factorisant le dénominateur par e, qui est une quantité non nulle, D’aprés le théoréme des croissances comparées, lilf mgj) = 0. D’apres
T—>+00
) e 1 1 les opérations sur les limites,
€Tr) = = = .
1 _ =
e (& +1) e "+l l4e® ‘ In(z) 1
lim 1-— -—5=1-0-0=1
Comme lim e ™™ = 0, d’aprés les opérations sur les limites, T—=+o0 z z
T—>+00
. 1 3 —
xll)r—ir-loo fl)=135=1 O Comme xgriloox = 400, alors
Solution de I’exercice 18. lim h(z) = +oo.
T—r+00
1. Comme f est une fraction rationnelle, elle se comporte comme le
rapport des termes de plus haut degré. De plus, lim % = lim 1 = 0
x—+o00 T z—+oo L
0F. Ainsi, . Solution de ’exercice 20.
li =0". . .
a:—1>I-iI-1c>o f(z) 1. D’aprés les propriétés du logarithme,
2. Comme f est une fraction rationnelle, elle se comporte comme le D=1—1n1) =1
. . .y g(1) =1-In(1) = L.
rapport des termes de plus haut degré. De plus, lim 5 = lim - =
T——00 T——00
0~. Ainsi, 2. Comme lim z = 0 et lim In(z) = —o0, alors
hm f(l‘) —_ 0_. z—0 z—0
T—+00 A
0 ili)% g(x) = 4o0.
Solution de I’exercice 19. 3. En factorisant par z,
1. En utilisant les régles de factorisation, In(z)
n(z
1, g(z) ==z (1 - ) )
h(z) = = (2 — zIn(z) — 1). x
x
b P . ) 1 o
D’aprés le théoréme des croissances comparées, lin%) zIn(xz) = 0. D’aprés D’apreés le théoréme des croissances comparées, mgffoo nio) — o, Ainsi,
T—
les opérations sur les limites, lim 1 — 2@ _ 1 Finalement
x——+00 x ’
lim 22 —zln(z) —1=0-0—1=—1. )
0+ lim g(x) = +oc.
r—r-+00
Comme lim 1 = +o0, alors
=0+ T O
mli}r(r)a h(z) = —oc. Solution de I’exercice 21.

2. En utilisant les régles de factorisation,

hz) = (1 _Inf@) 1 > .

T 2

Lycée Ozenne

1. Comme un polynéme se comporte en l'infini comme son terme de
plus haut degré,

2

lim 22+ 24+1= lim 22= +oo.

T——00 T—r—00

A. Camanes
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Comme lim In(z) = +oo0, alors O
r—r+00
. , . . - .
lim f(z) = +oo. Solution de I’exercice 23. Si xz < 0, alors f(z) = 0. Ainsi,
r—r—00
lim f(z)= lim 0=0.
A 5 . rz—0~ r—0~
2. Comme un polynoéme se comporte en 'infini comme son terme de
plus haut degré, Siz >0, alors f(x) = ;5. Ainsi,
. 2 — . 2 — 0
z—0+ e—otor+1  0+1
Comme xEI—ir-loo In(z) = +o0, alors La fonction f est donc continue en 0. O

lim f(z)= +o0.

T—-+00

VI - Limites & droite / & gauche

Solution de I’exercice 22.
1. Sit <0, alors f(¢) = 0. Ainsi,

lim f(¢t) = lim 0=0.

=0~ =0~
Sit e [0,1], alors f(t) = nt" . Ainsi,

li t) = i =l — .
Jim f(8) = Him n

La fonction f est donc continue en 0.

2. Sit>1,alors f(t) = 0. Ainsi,

lim f(t) = lim 0=0.

t—1+ t—1+
Sit €[0,1], alors f(t) = nt"~!. Ainsi,

lim f(t) = lim nt" ' =n.
t—1— t—1—

Comme n # 0, la fonction n’est pas continue en 1.

Lycée Ozenne

Solution de ’exercice 24. Comme f est constante sur | — oo, 1[, alors f
est continue sur | — oo, 1].

D’apreés les théorémes usuels, f est continue sur [1, +o0.

De plus, si z < 1, alors f(x) = 0. Ainsi,

lim f(z)= lim 0=0.

z—1— r—1—

1n(§6)

Siz > 1, alors f(x) = . Ainsi,

lim f(z) = lim In(z) = n(1) =0.

z—1t z—1t+ 22 12

Ainsi, f est continue en 1.
Finalement, f est bien continue sur R. O

Solution de I’exercice 25. La fonction f est constante donc continue
sur | — 0o, 0[ et |1, +oo[. D’aprés les propiétés des fonctions usuelles, la
fonction f est continue sur [0, 1]. Etudions la continuité en 0 et en 1.

% Sit <0, alors f(t) = 0. Ainsi,

lim f(¢t) = lim 0=0.

t—0— t—0—
Site0,1], alors f(t) = 1’% Ainsi,
kt 0
Jm () = Bm = =k

Ainsi, f est continue en 0.

A. Camanes
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% Sit > 1, alors f(t) = 0. Ainsi,

lim f(t) = lim 0=0.

t—1+ t—1+

Sit e [0,1], alors f(t) = kL. Ainsi,

1+t°
kit 1k
lim f() = lim — — e = %
Jim f(t) = lim e =k =

Comme k # 0, alors f n’est pas continue en 1.
Finalement, f est continue en tout point de R différent de 1.

Lycée Ozenne
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