[ T.D. Il - Calcul matriciel ]

I - Opérations sur des matrices

Solution de I’exercice 1.

1. En utilisant la définition du produit matriciel,

G360 =)

2. En utilisant la définition du produit matriciel,

2 1 0 3 2x34+1x1+0x2 7
0O 1 2 1]l = O0x34+1x14+2%x2 | =15
-1 1 1 2 —1x3+1x1+1x2 0

Solution de I’exercice 2.

1. D’aprés la définition du produit matriciel, on obtient

AB — 25x4-2x05—-1x4 25x1—-2x(=3)—1x(=25) 25x(-1)—2x1—-1x0 25x2-2x1—-1x3
TAX4-0x05+1x4 5x1-0x(=3)+1x(-25) 5x(-1)=0x1+1x0 5x2-0x1+1x3

(5 -1 4
“\24 2,5 13)°

2. Comme le nombre de colonnes de B est différent du nombre de lignes
de A, le produit BA n’est pas défini. O

Solution de I’exercice 3. En utilisant la définition du produit matriciel,
4—2a =2 a =1
~
20 +2 =4 b =1

(£ 2)(3)- ) :

Solution de I’exercice 4. En utilisant les définitions des opérations sur
les matrices carrées,
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0 8
2.
ABC = (AB)C
(2 5\ (3 2
“\-12 18)\1 -3
/11 -1
“\-18 -18)"
3.
2 —1 3 -9
avse- (7 =5 0)
(5 —10
-1 1)
4.

Solution de ’exercice 5.

1. En utilisant la définition des puissances,
A+ 3A4% + 342 = Ax A3 + 34 x A? + 34 x A:A(A3+3A2+3A).

On remarque qu’on peut également effectuer la factorisation par la
droite,

A' 4+ 3A° +3A7 = AP x A+3A7 x A+3Ax A= (A’ +34° +34) A
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2. En utilisant la définition des puissances,
A3—|—3AB+A2:AxA2+3AXB—|—A><A:A(A2+3B+A).

On remarque que la factorisation ne peut pas s’effectuer par la droite
car, en général, AB # BA.

3. En utilisant la définition des puissances,
A*+3BA+ A=A’ x A+3B x A+ Ax A= (A*+3B + A) A.

On remarque que la factorisation ne peut pas s’effectuer par la gauche
car, en général, AB # BA.

4. En notant I la matrice identité et en utilisant que A x I = A, alors
AP +2A% + A= AX A* +2A x A+5Ax I =A(A*+2A+5I).
On peut également effectuer la factorisation par la droite car I x A = A,

AP 4242 4+ 54 = A" x A+2Ax A+5I x A= (A +2A+5I) A.

O
Solution de I’exercice 6.
1. D’aprés la définition du produit matriciel, J? = 0.
Soit k > 2. Alors, JF = Jk=2. J2 = JF=2. 0y = 0,.
2. D’aprés la définition du produit matriciel, J? = 0s.
Soit k > 2. Alors, J* = JF2. J2 = JF=2.0y = 05.
0 0 1
3. D’aprés la définition du produit matriciel, J2 = [0 0 0 |, puis
0 00
J3 = 03.
Soit k > 3. Alors, JF = Jk=3. J3 = JF=3. 03 = 03.
0 0 1
4. D’aprés la définition du produit matriciel, J2 = [0 0 0|, puis
0 00
J? = 03.
Soit k > 3. Alors, J* = JF3. J3 = JF=3 .05 = 05. ]

Lycée Ozenne

Solution de P’exercice 7. En distribuant le produit par rapport aux
sommes,

(A-—2I)(A—-1)=AxA—AxIT—-2IxA—2I x(=1I)

= A% — A—2A+ 21, daprés les propriétés de la matrice identité

=A% —3A+2I.
O

Solution de P’exercice 8. En utilisant la définition des puissances de
matrices puis la distributivité du produit matriciel,

(A+IP =[(A+I)x (A+ )] x (A+1)
= (A2 AXT+IxA+TIxI)A+]T)
= (A2 424+ ) (A+ 1)
— AP XA+ AP X TH2AX A4 2AX T +Ix A+ T x1I
= A3+ A2 4242424+ A+ 1
= A3+ 3A% 4+ 34+ 1.
O

Solution de I’exercice 9. En utilisant la définition du produit matriciel,

13 -1 4

A2=16 -2 4|,
8 —4 7
49 —9 22

Ad=1[26 -2 8
37 -1 9

O

Solution de I’exercice 10. En utilisant la définition du produit matriciel,

0 0 0
A =16 18 —18],
6 18 —18
00 0
A=[oo0 0

00 0
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Solution de ’exercice 11.

1. D’aprés la formule du bindome de Newton (également appelée identité
remarquable dans ce cas),

(a+b)? = a® + 2ab + V*.

2.a) En utilisant la définition des opérations matricielles,

2
7 17
2 _
(A+B)* = (2 3)
_ (83 170
- \20 43 )°
b) En utilisant la définition des opérations matricielles,
) o (24 48 20 88 18 36
AT+ 24B+B _<6 12) Tl10 22) T4 10
(82 172
- \20 44 /-
¢) On constate que, pour les matrices, en général, (A + B)? # A% +

2AB + B2.

En effet, en développant le produit matriciel,

(A+ B)?=A*+ AB+ BA+ B2
Ainsi, si AB # BA, alors (A + B)? # A2 +2AB + B2 O
Solution de I’exercice 12. D’aprés la définition du produit matriciel,

D?+5D = —4I,
a0 d 0Y 10
(o d§>+5<o )= Mo 1

d? + 5dy 0 (-4 0
0 d2+5dy) — \ 0 —4)°

Lycée Ozenne
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Ainsi,
d2+5d;+4 =0
d3+5dy+4 =0

Le trinome X2 4+ 5X + 4 a un discriminant A qui vaut
A=5—4x4=09.
Ainsi, les racines de ce trindme sont :

—-5-3 —5+3
=—4etxzg= + =

—1.
2 2

xTr =

Ainsi, d; peut prendre les valeurs —1 ou —4 et il en va de méme pour
ds. Les matrices D possibles sont donc

G 9 GG )G )

IT - Calculs de puissances
II.1 - Récurrences

Solution de ’exercice 13.

1. En utilisant la définition du produit matriciel,

42 0 0 16 0 0

A2=10 1 0]=10 10

0 0 0 0 0 0

De méme,

16 0 0 42 0 0
AB=AxA%=[0 1 0]x|0 10
0 00 0 0 0
4% 16 0 0 64 0 0
= 0 —1x1 0]l=|0 -1 0
0 0 0 0 0 0
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2. Montrons la propriété par récurrence sur n.
Initialisation. Lorsque n = 1.

4 0 0
D’aprés la définition, A' = A= |0 -1 0].

0 0 O
41 0 0 4 0 0
D’autre part, | 0 (=1)' 0] =(0 -1 0
0 0 0 0 0 O
On obtient bien
4! 0 0
At={o0 (D' o
0 0 0
4m 0 0
Hérédité. Soit n > 1. On suppose que A" = [ 0 (=1)" 0 ]. Ainsi,
0 0 0
A = A x A", d’apres la définition des puissances,
4 0 O 4m 0 0
=0 -1 0| x| 0 (=) 0|, dapreés I'H.R.
0 0 0 0 0 0
4 x 4" 0 0
= o (-1 o
0 0 0
N
= 0 (="t o0
0 0 0

Ainsi, la propriété est vraie a 'ordre n + 1.
Conclusion. La propriété est vraie a l'ordre 1 et est héréditaire, donc
d’aprés le principe de récurrence,

m 00
Vn>1,4A"=[0 (-1)" 0
0 0 0

Solution de I’exercice 14.

Lycée Ozenne
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1. En utilisant la définition du produit matriciel,

520 0 25 0 0
A2 =10 22 0 =10 4 0
0 0 (—1)2 0 0 1
De méme,
50 0 25 0 0
ABB=AxA%=[02 0 |x[0 4 0
00 —1 0 0 1
5x25 0 0 75 0 0
= 0 2% 4 0 =0 8 0
0 0 —-1x1 0 0 -1

2. Montrons la propriété par récurrence sur n.
Initialisation. Lorsque n = 0.

1 00
D’aprés la définition, A =T= [0 1 0
0 01
5 0 0 100
D’autre part, | 0 2° 0 =0 1 0
0 0 (—1)° 00 1
On obtient bien
590
A=10 2° o0
0 0 (-1)°
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5" 0 0
Hérédité. Soit n > 0. On suppose que A" = | 0 2" 0 Ainsi
0 0 (=1~
A = A x A", daprés la définition des puissances,
5 0 0 5% 0 0
=0 2 0 }]x|0 27 0 , d’aprés I'H.R.
00 -1 0 0 (=1~
5 x 5" 0 0
= 0 2 x 2" 0
0 0 —1x(=1)"
5n+1 0 0
= 0 2ontl 0
0 0 (_1)n+1

Ainsi, la propriété est vraie a 'ordre n + 1.
Conclusion. La propriété est vraie a 'ordre 0 et est héréditaire, donc
d’aprés le principe de récurrence,

5" 0 0
Yn>0A"=|0 2 0
0 0 (1)

Solution de I’exercice 15.

1. En utilisant la définition du produit matriciel,

(02 0 2)  [0x0+42x2 0x2+42x0) (4 0
2 0 2 0/  \2x040x2 2x24+0x0/  \0 4)°

De maniére analogue,

3 2 (0 2 4 0 [(0x4+2x0 4x24+0x0\ _
B =Bxb _(2 0) “\0 4) T\2x44+0%x0 2x0+0x4) "

2. Montrons la propriété par récurrence sur n.
Initialisation. Lorsque n = 0.

D’aprés la définition, B2X0t! = Bl = B =

0
2
, 0 22><0+1 0 21
D’autre part, (22X0+1 0

Lycée Ozenne

2
0

)

0
8

12

8
0

On obtient bien
9 ><O+1 0 22 x0+4+1
B 22 X041 0 .

22n+1 o
Hérédité. Soit n > 0. On suppose que B*"*1 = (222 11 0 /) Ainsi,

B2(n+1)+1 _ p2nt2+1 _ p2+2n+l

— _82 X BQn—H

B? x Bt Qapres la définition des puissances,

4 0 0 22n+1
<0 4> (22n+1 0 , d’aprés 'H.R.

(A x0+0x 22 4% 22 L 0 x 0
0x0+4x22 0x22tl 44 %0

0 22 X 22n+1
= 22 % 22n+1 0

0 22n+3
= (22n+3 0 )

0 22(n+1)+1
= <22(n+1)+1 0 ) :

Ainsi, la propriété est vraie a l'ordre n + 1.
Conclusion. La propriété est vraie & l'ordre 0 et est héréditaire, donc
d’aprés le principe de récurrence,

2n+1

V?’L}O, BQn+1: (227(1)+1 2 0 >
O
) ‘Solution de I’exercice 16.
1. D’aprés la définition du produit matriciel,

9 00
B>=BxB =(0 4 0
0 0 4
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De maniére analogue,

B®=BxB
300 9 0 0
=10 0 2| x[0 4 0
020 00 4
27 0 0
=10 0 8].
0 8 0

2. Montrons cette propriété par récurrence sur n.
Initialisation. Lorsque n = 0.

D’une part, B2X0+*1 = Bl = B =

S O W
(=3 Sl el e
o N O

32><0+1 0
D’autre part, 0 0 22x0+1
0 22><0+1 0
3 00
0 0 2
0 2 0

La propriété est donc vraie a 'ordre 0.
Hérédité. Soit n €

N. On suppose
32n+1 0 0
0 0 22n+1

0 22n+1 0

Lycée Ozenne
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0 0
0 2!
21 0
BQnJrl
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En utilisant la définition des puissances,

BQ(TL+1)+1 — B2’n+2+1 — B2 % B2n+1

9 0 0 3l 0
=0 4 o] x 0 0 2%l
00 4 0 22t 9
9 x 320+l 0 0
= 0 0 4 x 22ntl
0 4 x 22+l 0
32 x 32ntl 0 0
— 0 0 22 x 22n+1
0 22 x 22n+l 0
32n+3 0 0
— 0 0 22n+3

0 22n+3 0

Conclusion. La propriété est vraie & 'ordre 0 et est héréditaire, donc
d’aprés le principe de récurrence,

32n+1 0 0
Vn>0 B =1 0 0 2%+l
0 22n+1 0

Solution de I’exercice 17.

1.a) En utilisant la définition du produit matriciel,

(=2)24+04+0 0+0+0 0+0+0 4 0 0
A% = 6-3-9 0+14+9 0+3+3] =|-6 10 6
6-9—3 0+3+3 0+9+1 -6 6 10
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Ainsi,
4 0 0 -2 0 0 100
A?>—-24—-8I=|-6 10 6 | —-2[-3 1 3]-8|0 1 0
-6 6 10 -3 3 1 00 1
444—-8 04+0+0 0+0+0

=|-6+6+0 10-2—-8 6-6+0
—-6+6+0 6-6+0 10—-2-38

0 0O
=10 0 O
0 0O

b) Montrons la propriété par récurrence sur n.
Initialisation. Lorsque n = 0. D’aprés la définition, A° = I. Ainsi, en
posant ag = 0 et by = 1, alors A? = agA + bol.

Lorsque n = 1. D’aprés la définition, A' = A. Ainsi, en posant a; = 1
et by =0, alors A' = a1 A+ bi1.

Lorsque n = 2. D’aprés le calcul précédent,

A? —2A -8 =0
A? =2A +8I.
Ainsi, en posant as = 2 et by = 8, alors A% = ap A + bol.
Hérédité. Soit n € N. Supposons qu’il existe a, et b, tels que A™ =
anA+ b, 1.
En utilsant la définition des puissances matricielles,
AVl = A x A

= A x (an,A+b,I), daprés 'H.R.

= a,A%> +b,A

=a,(24A+8I)+b,A

= 2a,A + 8apl + b, A

= (2a,, + by)A + 8ayl.

En posant an4+1 = 2a, + by et b1 = 9ay, alors

An+1 = an+1A + bn+1I.

Lycée Ozenne
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La propriété est donc vraie a ’ordre n + 1.

Conclusion. La propriété est vraie a ’ordre 0 et est héréditaire, d’aprés
le principe de récurrence il existe deux suites (a,) et (by,) telles que

VneN, A" =a,A+b,1.
2.a) En utilisant les relations précédentes,

Un+1 = 4ant1 + bnta
= 4(2a,, + by) + 8an,
= 16a,, + 4b,,
= 4(4an + by)

= 4u,,.

Ainsi, (uy) est une suite récurrente de raison 4.

En utilisant les relations précédentes,

Unt1 = —2an4+1 + bnt1
= —2(2ay, + b,) + 8ay,
= 4a, — 2b,
— —2(—2ay, + by)

= —2vu,.

Ainsi, (v,) est une suite récurrente de raison —2.

b) D’aprés les calculs initiaux,
up =4ag+by=4x0+1=1.
Ainsi, pour tout n entier naturel,
up = 4"ug = 4™,
D’apres les calculs initiaux,
vo = —2a9+byp=-2x0+1=1.
Ainsi, pour tout n entier naturel,

Up = (—2)nUO = (—2)”

A. Camanes
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¢) Soit n € N. En utilisant les calculs précédents,
day, + by, = 4"
—2a, + b, = (-2)"
4a, +b, =4"
-~
3b, =47+ 2(=2)"  Lyeryt2L,
b Ant2(-2)"
A
{a _ An—b, _ 3X4T4T2(=2)" _ 4" (2"
n 1 2 6 -
3. En utilisant les questions précédentes,
A" = a, A+ b, 1
4n — (—92\n n __9\n
(e, a2,
6 3
_4n(c2) | 4na(2)n 0 0
_ Py ® an—(-2)n | anga(-2) 4n—(=2)n
- - 2 6 3 2
_4'n_(_2)n 4n_(_2)n 4n_(_2)n + 4n+2(_2)n
2 2 6 3
(—2)" 0 0
ol A G VO I~ L A Ca W)
n—1(9n n n—1(9n n 4"+ (=2)"
—r e - -y e - (- R
(—2)" 0 0
o A I e R S D e C L)
(- (1) 2 - (D) 2 (-2
O
I1.2 - Formule du binéme
Solution de I’exercice 18.

Lycée Ozenne
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1. D’aprés la définition,

J=A—2I
21 0 2.0 0
— (o2 1]=(o 20
00 2 00 2
010
—{o0 o 1
00 0

2. En utilisant la définition du produit matriciel,

0 01
J2=10 0 0
0 00
De maniére analogue,
000
JPP=JxJ*=[0 0 0
000

Ainsi, pour tout k£ > 3, d’apreés la définition des puissances de matrices,
JF =3 x JF3 =05 x JF3 = 0.
3. D’aprés la définition,
A=2I3+J.

« D’une part, (2I3) x J = 2[3J = 2.J.
x D’autre part, J x (2I3) = 2JI3 = 2J.
Ainsi, (213) x J = J x (2I3) et les matrices 213 et J commutent. Donc,

A. Camanes
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d’aprés la formule du bindéme de Newton, pour n > 2,

A" = (2I3 + J)"

— f: (Z) (2L;)"

n n n " n
_ on—0 70 on—1 g1 on—2 72 on—k gk
(0> JO+ (1> T J +kZ_3 L Jo

=03
-1
=1x2"x I3 +nx2" 1T+ 71(”2)2“‘?]2
—1
—on <Ig +n27 1+ n(n2)22J2>
1 nn—1)1 ,
=21 —J+ —"=J
<3—|—n2 + 2 2 )
n nn—1) 5
=2" (I —J+—7>=J).
<3+2 + 3 >
4. Ainsi, pour n > 2,
/1 0 0 nOlO n(n—1)001
A”:2”010+§001+TOOO
| \0 0 1 0 00 0 00
—1
1 g e
=2"{0 1 2
0 0 1

5. Lorsque n = 0.
* D’une part, A% = I.

Lycée Ozenne
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x D’autre part, 2° (13 + %J+ %(ﬂ) =1x1I3=1I5.
Ainsi, A% = 20 (1'3 + %J + 70(08_ 1)JQ) et la propriété est vraie pour
n = 0.
Lorsque n = 1.
% D’une part, A = A.
* D’autre part,
1(1-1)

1
1 J—
2 <13+2J+ S

J2>—213+J—A.

Ainsi, A = 2! (Ig + %J—l— %JQ) et la propriété est vraie pour
n=1. ]

Solution de ’exercice 19.

1. D’aprés la définition,

B=A-3I;
3 2 2 3 00
=1 3 0|]—-10 3 0
-1 0 3 00 3
0 2 2
=1 00
-1 0 0

2. En utilisant la définition du produit matriciel,

2-2 0 0 0 0 0
B? = 0 2 2 1=(0 2 2
0 -2 -2 0 —2 -2

De maniére analogue,

0 4—4 4—4 000
B =BxB*’=[0 0 0 =(0o 0 0
0 0 0 000

Ainsi, pour tout k > 3, d’aprés la définition des puissances de matrices,

BF = B3 x BF3 = 03 x BF 3 = 0.

A. Camanes
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3. D’aprés la définition,
A=3I3+ B.
* D’une part, (3I3) x B =3I3B = 3B.
x D’autre part, J x (3I3) = 3BI3 = 3B.
Ainsi, (3I3) x B = B x (313) et les matrices 3/3 et B commutent. Donc,
d’aprés la formule du binéme de Newton, pour n > 2,

A" = (313 + B)"

~ (Z) (31)" " B*
k=0

_ (g) 3n—0p0 4 <717> 3n-1pl 4 (Z) 3n-2p2 4 zn: (Z) gn—k pk
k=3

=03

(n—1)

—1x3"xL+nx3" B+ 3n—2 g2

2

1 nn—1)1 ,
—3 (Lan-Br MY o p
(3+n3 + 5 3 )

n nin—1) ,
=3"(I3+ = —=B7 ).
3 <3+3J+ 13 )

1
— 3" <Ig +n3'B+ "(")3232>

4. Lorsque n = 0.
% D’une part, A% = I.

* D’autre part, 3° (1'3 + %B + 0(%1)32) =1x I3 =15

Ainsi, A° = 3° (13 + %B + 0(017?)32) et la propriété est vraie pour
n =0.

Lorsque n = 1.

Lycée Ozenne
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% D’une part, A = A.
*x D’autre part,
1(1-1)

1 1

1 2
Is+-B B?) =3I3+3-B
3(3+3 + =3 > 3I3 + 35

=3+ B =A.

Ainsi, A =21 (Ig + %J + %JQ) et la propriété est vraie pour n =

1. O
Solution de I’exercice 20. On peut utiliser la formule du binéme de
010
Newton. En effet, posons B=A—1I3= |0 0 1]. Alors, en utilisant
0 00
la définition et les propriétés du calcul matriciel,
0 0 1
* B2=10 0 0],
000
000
*x B3=10 0 0],
000

* Soit k > 3. Alors,
B* = B*3 x B = BF % x 03 = 0.
Soit n > 2. Avec les notations précédentes,
A" = (B+ I3)".

Comme B x I3 = B et I3 x B = B, alors I3 et B commutent et d’aprés

A. Camanes
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la formule du binéme de Newton,

A" = (B + Ig)n
" n .
- ()

n
<n> kag, car Ig“k =1

ol
[en]

I
(]

k
k

3|
o

<Z> BF, car BI; = B

_ (g)Bu @Bl ; (2)B+

(e

el
o

k:3 203
_1x@+nB+"m;1U#
1 00 010 n(n—1) 0 0 1
=0 1 0J+n|0 0 1 —I—T 0 00
0 01 0 00 0 00
Ainsi, pour tout n > 2,
n(n—1)
1 n (2
A"=10 1 n
0 0 1

Lorsque n = 0, alors
x AY = I3 par définition,

1o U0
0 0 1

Ainsi, la propriété est vraie a l'ordre 0.
Lorsque n = 1, alors
x Al = A par définition,
1 1 -1

* 10
0

1 A.

1
0 1

Lycée Ozenne
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Ainsi, la propriété est vraie a l'ordre 1.

Finalement, pour tout n entier naturel,

1 n n(n2—1)
A" =10 1 n
0 0 1

2¢ méthode. On montre la propriété par récurrence sur n.

Initialisation. Lorsque n = 0,
x A® = I3 par définition,

10 0(0;1)
* |0 1 0 =I3.
0 0 1
Ainsi, la propriété est vraie & I'ordre 0.
1 n n(nz—l)
Hérédité. Soit n € N. On suppose que A" = [0 1 n
00 1
Montrons que
1 n+l (n+1)(’;+1—1) 1 n+l (n—;l)n
At =10 1 n+1 =10 1 n+1
0 0 1 0 0 1
D’apres la définition des puissances de matrices,
Al = An x A
1 n "ol 110
=10 1 n x 10 1 1], dapres 'H.R.
0 0 1 0 01
1 1T+n n+ @
=10 1 14+n
0 0 1
2n+n?—
1 1+4+n W
=10 1 14+n
0 0 1
1 14n 222 1 n+1 Mot
=10 1 14+n| =10 1 n+1
0 0 1 0 0 1
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La propriété est donc vraie a ’ordre n + 1.

Conclusion. Finalement, la propriété est vraie a l'ordre 0 et est hérédi-
taire, donc, d’aprés le principe de récurrence,

1 n
VneN A"=1[0 1
0 0

Lycée Ozenne
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