CI'.D. Il - Intégrale sur un segmentj

I - Calculs d’intégrales par primitives

Solution de I’exercice 1.

1. On décompose la fonction en une somme :
* une primitive de 22 est ﬁ,
% une primitive de x est ‘%2,
* une primitive de 1 est x.

Ainsi, une primitive de 22 + x + 1 est

3 22

?‘i‘?ﬁ-.ﬁ.

En utilisant la primitive précédente,

2 3 2 2
/($2+m+1)d$:[$+x+z]
. 32

23 22 13 12
:<3+2 2)—(3+2+1>
:§+2+2—7—1—1
_ T g L_16 1 _32-3_ 29

3 23 2 6 6

2. On décompose la fonction en une somme :
une primitive de 2z° est =~ = 5,
. oy 2
* une primitive de 4z est % = 21‘2,
* une primitive de 2 est 2x.
Ainsi, une primitive de 223 + 4z + 2 est
4

% —1—2332 + 2x.
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En utilisant la primitive précédente,

2 24 2
/ (223 + 4z 4 2) dz = [2—1—2:132—1—2:1:]
0 0

24 0*
:<—|—2><22—|—2><2>—<2—2><02+2><0

2
=8+8+4—-0=20.

3. On décompose la fonction en une somme :
s 3 ? 4
* une primitive de 4z° est 47 = 2%,
% une primitive de 222 est 2%,
* une primitive de —1 est —x.
Ainsi, une primitive de 42® + 222 — 1 est

2
4 4.3
:U+3:U x.

En utilisant la primitive précédente,

2 9 2
/ (423 +22% — 1) da = {x‘i + Sad — x]
1

3 1
= (24+§23—2) — <14+§13
:uHQ?—2—1—§+1

14 56
=+ ===

4. On décompose la fonction en une somme :

. oy 11
* une primitive de 20 est I

imiti 1.4 12> _ 1.5
% une primitive de ?x est 5 X T = 5
* une primitive de 5 est 3.

Ainsi, une primitive de 20 + %$4 + % est

I

)
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En utilisant la primitive précédente,

1 4 11 5 1
/<x10+x+) dx:[x+x+x]
0 5 2

25 2,

111 15 1 011
:(11 +25+2>(11+

1 1 1

50 +22+275 347
N 550 ~ 550"

Solution de I’exercice 2.

1. Une primitive de z3/2 est donnée par

23241 5/2

+1

2
= 51'5/2.

[\G][VV]
I\D\Cﬂ‘

Ainsi,

1 1
/ 232 o — [2905/2] _ 2552 20502 _
0 57 |, 5 5

2. Une primitive de ﬁ = 2712 est donnée par

/241 g 1/2

— 72\/5_
1 1
_,_|,_| =

Ainsi,

11 1 B
/Oﬁdx_[zﬁ]o_mf—Qm_z

3. Une primitive de 3% = %afz est donnée par

Lycée Ozenne
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25 ' 2

2

5

20

Ainsi,

Ainsi,

5. La fonction (2z + 1)(2? + 2)5 est de la forme u/(z)u(x)®, avec
u(x) = 22 + . Ainsi, une primitive de (2z + 1)(2? + z)® est donnée
par

(2% +)°

Ainsi,

/0(2x+1)(x2+x)5 b — [@225”)6]01

(02405 ((-1)*+(-1)°
-6 6
=0-0=0.

6. En posant u(x) = 23 + 3z + 4, alors v/(z) = 322 + 3 = 3(z2 + 1).
Ainsi, la fonction

1
(22 +1)(a® + 32 +4) = g3(332 4+ 1) (23 + 32 4 4)
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est de la forme 2u/(z)u(z). Ainsi, une de ses primitives est
1, s (#3+3z+4)?
3 %3 (x° + 3z 4+ 4) 5

Donc,

/0($2+1)(:B3+3x+4)dx: [

. 6

(03 43 x 0+ 4)*

(2% 43z + 4)2}0
-1

(=12 +3 x (—1) +4)?

6 6
.
6 3
O
Solution de ’exercice 3.
1. Une primitive de 2 = 31 est 3In(z). Ainsi,
23
/ —dz =3 In(z)]} = 3In(2) — 3In(1) = 3In(2).
1
2. En posant u(z) = 234222 +1, alors v/(z) = 3% +4x. Ainsi, %

est de la forme % et une primitive est donnée par

ln‘az?’ + 222 + 1‘ .
Ainsi,
322 + 4z

2
/1 7$3+2$2+1d$: [ln’x3+2x2+1’ﬁ
=In[2° +2x2°+1] —In[1° +2x 1* + 1

=In(17) — In(4) = In(17) — 21n(2).

3. Une primitive de e** est donnée par % Ainsi,
[ e[
L 2 |,
e2%2 e2x(=2)
T2 2
et —e™
T2

Lycée Ozenne
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4. Une primitive de ellzx = e 127 est donnée par
efl2w 671233
—12 12

Ainsi,

|: e—12:c:| 2
12 |,

e—12x2 e—12x(-2)
- 12\ 12

_e2 o2 24—

2
1
/ JPSPE dz

12 12
5. En posant u(z) = e” +z, alors u/(z) = e* +1 et
(e 4+1)(e® +2)* = o' (z)u(z)*.

Ainsi, une primitive de cette fonction est donnée par

u(r)® _ (e* +x)23'

23 23

En utilisant cette primitive, on obtient

23
)23

/Ol(em +1)(e” +x)?? da = [w];

(e +1)* (0 40)

23 23
(e —1
B 23

6. En posant u(z) = e” 4, alors «/(z) = e +1 et

e +1  u'(x)
e’ +r  u(x)’

Ainsi, une primitive de cette fonction est donnée par

In |e* +x|.
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En utilisant cette primitive, on obtient

1 .z
€ +1 1
/O o= e ]}

=In }el —|—1‘ —In ‘eo —|—O‘
=In(e+1) —In(1) = In(e+1).

Solution de I’exercice 4.

1. En décomposant la fonction en une somme de fonctions :
* une primitive de 22 est donnée par L;,
* une primitive de 3z est donnée par %,
* une primitive de 1 est donnée par =x.

Ainsi, une primitive de 2% + 3z + 1 est donnée par

3 n 3z2 n
—+ — 4+
3 2
En utilisant cette primitive,
1 3 2 1
3
/ (> 43z +1)de = [$+x—|—x}
0 3 2 0
B 13+3X12+1 O3+3x02+0
- \3 2 3 2
1 3
=—-4+-41
3 + 2 +
_ 24946 17
6 6
2. Une primitive de e3* est donnée par % Ainsi,
1 3x71
/ e dz = [e]
9 3],
B e3x1 e3><(—2)
3 3
_ ed—e 6
3
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22

3. La fonction e? est constante donc une de ses primitives est e . Ainsi,

/ e3 dx = [63 1‘]1
1

=e3(—1) —e3 x1 = —2¢3.

4. Une primitive de 1 est In(z). Ainsi,

14 .
—dzx =11
| 3o =)
=In(1) — In(2) = —In(2).
5. En décomposant la fonction sous forme de somme,
* une primitive de e* est e”,

. oy 3
% une primitive de z2 est o
Ainsi, une primitive de 2e” +3x2 est

3
2e* +3% = 26" +25.

En utilisant cette primitive, on obtient
1 ol
/ 2¢e% 4327 do = [2¢® +a:‘3]0
0

=2e! +1° — (27 +0%)
=2e+1—-2=2e—1.

O]

Solution de I’exercice 5. En posant u(z) = In(z), alors v/(z) = 1. Ainsi,

# est de la forme u/(x) x u(z) et une primitive est donnée par
1 In(x))?
fu(ﬂj)Q _ (n(:n)) )
2 2

Ainsi,
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II - Fonctions définies par morceaux

Solution de I’exercice 6.
1. TODO

N[

fl@)[o |

2.a) Comme f est nulle sur [-2,0],

/ﬁf :/ 0dz = 0.

b) On utilise la relation de Chasles

3/2 3/2

1
ﬂ@mzlﬁmmwl () do

1 3/2 ¢
:/ Oda:+/ —dx
_1 1 2

-1

xr13/2

=0+ [3]

+ 211

3
_3_ 1

2 2
3 1 1
42 4

¢) On utilise la relation de Chasles

/f m_/f M+ff

2

1

- [ 04 :
/ l‘+12

Lycée Ozenne
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d) On utilise la relation de Chasles

/ f(z dm—/ f(z d:v+/13f(3:)dx
:/Nde+ j;

e) On utilise la relation de Chasles

3

10 10
f m—/f ydz+ | fx)de+ | f(z)da
_ 1

31 10
:/ de+/ +/ 0dz
1 2 3

—0 {} 0
+ 5]+
31

_c S
53

3. Comme 1 < z < 3, en utilisant le calcul précédent,
r 1 t1° 1 -1
/f@&:/dh: S
1 12 2], 2 2 2

Solution de I’exercice 7.
1. TODO

T ‘ 0
f(;v)‘O | 2e72®

2. Une primitive de 2e~2% est donnée par
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a) Comme f est nulle sur [—2,0],

/_Zf(x)dx:/_(;Oda::O.

b) En utilisant la relation de Chasles,

3/2 0 3/2
() do = / f@yde+ | f(a)da
—1 0

1
0 3/2
:/ Odfc+/ 272 dx
1 0

_92,13/2
=0+ 2 ]o
( e—2><0)

:—e_3—|—1:1—e_3.

wlw D

[_
— e—2><

¢) En utilisant la relation de Chasles,

/if(x) darz/olf(a;) da;—i—/ozf(x) &
0 2

:/ 0d1:+/ 2¢7% dg
-1 0

=0+ [— e*2‘”]§
_ e—2><2 . (_ e—2><0)

= —et41=1—-e¢".

d) En utilisant la relation de Chasles,

/Zf(w)dx:/Zf(:c)da;Jr/ng(x)dx
0 3

:/ 0dx+/ 2¢7% dg
4 0

=0+ [-e7¥],

_ 672><3 o (_ 672><0)

= —e041=1-¢F6,

Lycée Ozenne
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e) En utilisant la relation de Chasles,

10 0 10
f(z) dx :/ f(z)dx + f(z)dx
5 -5 0

- 0 10
:/ de+/ 2072 dg
-5 0

=0+ [-e 7]y

_ 672><10 o (_ 672><0)

= —e 041 =1—¢2,

f) Soit > 0. D’aprés la relation de Chasles,

/Omf(t) dt:/om2e2t dt

- [
- o2 _ (_ ef2xo)

=—e FHl=1-e%.

Comme lim —2z=—ocoet lim eX =0, alors
T——+00 X——o00

T

lim [ f(t)dt=1.

T—-+00 0

O

Solution de I’exercice 8. On remarque que x — 2 > 0 si et seulement si
r > 2. Ainsi,
T —2 six > 2
|z — 2| = ) .
—(z—2) six<2

On peut représenter les valeurs de la fonction dans le tableau suivant :

z ‘ 2
|l’—2|‘—(l’—2) | -2
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En utilisant la relation de Chasles,

/51|m—2| dx:/21|x—2| dx+/ij—zy do
:/_i—(x—Q)dm—l—/;(x—%dx
G [,
:—<222—2><2>+<_21)2—2><(—1)+'--

52 22
b2 loxs (2 2%
+2 x5 (2 X )

1 25 26
=24 42+ —1042=—4+ =
+g 245 + +5

=13-4=09.

2¢ méthode. On aurait pu remarquer qu’en posant u(z) = x — 2, alors
w(xz) =1et x—2 =1 (x)u(x). Ainsi, une primitive de z — 2 est @
Les calculs sont alors plus simples.

3¢ méthode. On remarque que 'aire sous la courbe est égale a I'aire de
deux triangles rectangles dont la base est de longueur 2 et la hauteur
de longueur 3. O

III - Linéarité de l’intégrale

Solution de I’exercice 9.
1. Soit ¢ € [0,1]. En mettant sous le méme dénominateur,

1 14t 1 1+t—-1 ¢t
1+¢ 1+t 14+t 1+t 14+t
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25

2. En utlisant la question précédente puis la linéarité de l'intégrale,
1 1
I A
o 1+t 0 1+t
1 1 1
- / Lat - / BLIY

= [t]y — I [1+[]g

=1-0—(In(1+1) — In(1 +0))
=1-—1n(2).

Solution de I’exercice 10. En utilisant la linéarité de 'intégrale,

ltn+1 1 tn
Iny1 + 1 :/ dt+/ dt
n+1 n 0 1+t 0 1—|—t
1 n+1 n
t t
:/ + dt
o \1+t 1+t

1 n+1 n
t t
:/ L A
0

1+t

1
1+t
:/t”+dt
o 14t

1 tn+1 1
:/ t"dt =
0 n—l—l 0

1n+1 0n+1 1
n+l n+l n+1

Solution de ’exercice 11.

/
u(x) 1+z -

1. En posant u(z) = 1+ z, alors v/(z) = 1 et Ainsi,

1
1
I:/o o5 o=t elp=I1+1] = In[1+0] = In(2).
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2. En utilisant la linéarité de 'intégrale, 2. En utilisant la linéarité de l'intégrale,
1 1.3
1 1 x
1 x ——d
s [ [ [ rtae [ o
+ /0 T+ T+ /0 112 T 1+ 22 1+ 22
1
1 T
= d / < ) dx
A <L+x+1+x> v 1+x2 1+x2
/1 1+ q / T+ s d
= x
0 1 +x + z
1 1 + 22
:/01(195:[:;:]3:1—0:1. 12 4
I U sl S SRR
3. En utilisant les questions précédentes, o TEr=1T 0 T2 2T o
I+J=1 3. En utilisant les questions précédentes,
—1-T=1- . 1
J=1-T=1-1n(2) reg-l
J:l_jzf_ln@) 1 —In(2)
Solution de I’exercice 12. 2 2 2 2 o
1. En posant u(x) = 1+ 22, alors u/(x) = 2z et
z 1 2z 1 () IV - Dérivation par rapport aux bornes
1422 2 1422 2 wx)’
Ainsi Solution de I’exercice 13. La fonction F' est dérivable et
. Flz)=a2?-224+1=(z—1)>2
x
I= /0 1+ 22 dz Ainsi, F' > 0 et la fonction F est croissante. O

1 1
= [21n|1+x2‘]0
- ln‘1+12‘ B ln‘1+02‘ ~ In(2)
N 2 2 2

Lycée Ozenne
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Solution de I’exercice 14.
1. La fonction f est dérivable et f/(z) = <.

T

2. La tangente & la courbe représentative de f au point d’abscisse 1 a

pour équation

F)(x—1)+ f(1)
e—xfl 1e—tdt
1 1t
=e(z —

e(r —1).
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3. La fonction f’ est de la forme f'(z) = %, ouu(z) =e* et v(z) = x.

Comme u/(z) = e” et v'(x) = 1, alors

Tr_—eTxl
f”(l‘):e T 26 — % 5

X

V - Inégalités

Solution de I’exercice 15.

1. En posant u(x) = e” et v(x) = 23, alors g(z) = o et

o) —
g(:B)— U(l’)Q
e’ — e®(32?)
B (23)2
-3 -3
=e” 2x$6 _exwx4 .

2. Comme e® >0 et 2* > 0, ¢/ est du signe de = — 3.
Deplus,z—32>20 & x> 3.

e’

D’aprés le théoréme de croissances comparées, lim %5 = 4oc.
xz——+oo T
On obtient ainsi le tableau de variations suivant :
x 1 3 +00
9'(2) - 0 +
e +00
27

3. D’aprés le tableau de variations, la fonction g est décroissante

Lycée Ozenne
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sur [1,3]. Ainsi,

1<x<3
9(3) < g(z) < g(1), car g est décroissante
o3
0< 57 < g(x) <e
3 3 3
0dx < / g(z) dx < / e dz, car 1 < 3 et l'intégrale est croissante
1 1 1

Solution de I’exercice 16.

1. Comme la fonction inverse est décroissante,

1<tz
1 1
—<-<l1
x t
et el .
— < —, care" >0
T t
x et x et
/ —dt < / 7 car 1 < x et 'intégrale est croissante
1 T 1

(x), car z est indépendant de ¢
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e®

D’apreés le théoréme des croissances comparées, lim < = 4o0.
z——+oo ¥
Comme lim 1—z=—-ocoet lim eX =0, alors lim 1—el™%=1.
T—~+00 X——o00 T—+00
Finalement, lim %—¢ = +o0.
rx—+oo0 ¥
D’apreés le théoréme d’encadrement,
lim ) = +o00.
r—r+00 f( )
O

Solution de I’exercice 17.
1. Comme z € [0,1/2], alors 22 € [0,1] et 1 — 22 > 0.

Ainsi,
0<z<1
0<zxz" ' <1xz" !, cara™ ' >0
" xnfl
0< car 1 —22>0

Ainsi, la suite (u,) est décroissante.

2. On a montré a la question précédente que (u,) est minorée par 0.
D’aprés le théoréme de la limite monotone, comme (u,,) est décroissante
et minorée, alors (u,) converge.

Lycée Ozenne
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3. En utilisant les propriétés sur x,

1
0<r <=
2
0<a’ <t
X ~X 4
1 2
——<—2"<0
1 T
- lcia2co
X — T x
4
1
< =, car la fonction inverse est décroissante
1 — 22 %
z" < 4 "0
X T 9 =
-2 S3 car x
1/2 2 4 1/2
/ 5 dr < o / 2" dx, par croissance de l'intégrale
0 1—=z 3 0
4 $n+1 1/2
Up < —
"3 [n—i—l]o
4 (%)"H _on+l
<=
3 n+1
<— (= .
3(n+1) <2)

)nH =0. De plus, lim —i- =0.

4. Comme } €]—1,1[, alors lim (% W o
n—-—+0o0

n—-+o0o

4 1 n+1
lim — ([ = =0.
n—+oo 3(n + 1) \ 2

Comme, pour tout n entier naturel,

4 1 n+1
<Se7—=(35)
3(n+1) (2)

d’aprés le théoréme d’encadrement,

Ainsi,

0 < uy

lim u, = 0.
n—-4o00

O]
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Solution de I’exercice 18.

1. En utilisant la croissance des fonctions puissances puis du logarithme,

0<z«l1
0 < 2" < 1", par croissance des fonctions puissances sur R,
1<14+2" <141

In(1) < In(1+2") <1In(2), car In est croissante

1
In(1+2")de < / In(2) dz, car 0<1
0

N
>,

o

[N

&

VAN
S s—

0 < I < [In(2)a]g
0<7,<In(2) x1-In(2) x0
0< I, <In(2).

2. En reprenant la stratégie précédente,

0<z<1
O<exa™"<1lxa", caraz™ >0
1< 14+2" <142
0 < In(1+2"™) < In(1 +2™)
1 1 1
/de< ln(l—l—x”“)dxé/ In(1+2")dz, car 0< 1
0 0 0
0<In+1<In

Ainsi, la suite (I,) est décroissante.

3. La suite (I,,) est décroissante et minorée par 0. D’apreés le théoréme
de la limite monotone, la suite (I,,) converge. O

VI - Intégrations par parties
Solution de I’exercice 19.

/
= == 1
1. On pose {u(z) Ix, soit {u (z) .
= e v =

V()

Lycée Ozenne
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Les fonctions u et v sont dérivables et de dérivées continues sur [0, 1].
Ainsi, d’aprés la formule d’intégration par parties,

1 1
/ xe’ dr = [:L‘em]é—/ 1 xe® dz
0 0

=1le! —0— [e*];

:e—(el—eo) =1.

/
=1
2. On pose u(x) , soit w(z) 1 .
V(z) =e?® v(z) =5e*

Les fonctions u et v sont dérivables et de dérivées continues sur [1,2].
Ainsi, d’aprés la formule d’intégration par parties,

2

2 2x 2 2
/ ze?® dz = [me] / lxe—d:p
1 21, N 2

2x
R
2 202
_a @1 ¢
B 2 2\2 2
2 4 2 4_ 9.2 4. 2
264_i_g+i:4e 2e*—e*+e
2 4 4 4
_3e4—e2
4
=1 ! =1
3. On pose u/(a: n@:),soit u(z) o
V(x) == v(z) =%

Les fonctions u et v sont dérivables et de dérivées continues sur [1,e].

A. Camanes



T.D. IIT - Intégrale sur un segment

ECT 2

Ainsi, d’aprés la formule d’intégration par parties,

e 2 € e .2 1
/1 xIn(x) do = [xz ln(x)] - % X~ dz

1 1
21 2 e
_e n(e)_lln(l)_l/ e de
2 2 2/,
_e2 1 xze_eQ 1/e? 1
2 202, 2 2\2 2
e? e? 1 241
:7_7_{_7:8—1'
2 4 4 4
= g2 ! =9
4. On pose u(z) v , soit w () a:.
V(z) =e€” v(zr) =e*

Les fonctions u et v sont dérivables et de dérivées continues sur [0, 1].
Ainsi, d’aprés la formule d’intégration par parties,

1 1 1
/ 22 e dx:[xzex](l)—/ 2z e” dx:e—0—2/ ze® dx.
0 0 0

Pour calculer cette nouvelle intégrale, on effectue une nouvelle intégra-

L () =1
, , soit .
V() =e v(z) =e€*

Les fonctions u et v sont dérivables et de dérivées continues sur [0, 1].
Ainsi, d’aprés la formule d’intégration par parties,

1 1
/ z?e’ dz =e—2 ([wex](l) —/ 1xe” dx)
0 0

=e— 2(6 —0—[e ]0>

u(z) ==

x

tion par parties. On pose {

=e—2(e (e—eo)):e—Q(e—eJrl)
=e—2.
5. On pose {u(x) = In(z) soit {u,(x) - %3
v(z) =22 v(z) =%

Les fonctions u et v sont dérivables et de dérivées continues sur [1,2].

Lycée Ozenne
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Ainsi, d’aprés la formule d’intégration par parties,

/12x21n(x)dx—[ln ] /xidx

231 3 2
n(2) 1°In(1 1/ 22 da
3.1

C8In(2) 1 [a%]?
2
_8In(2) 1,2 13
-3 3 (3 - 3)
~ 3x8In(2) -7 8In(8) -7
= 5 _ -
6. On pose u(t) = (n(t))? soit w(t) =2x % x In(t)
. p U/(t) -1 ’ U(t) — .

Les fonctions u et v sont dérivables et de dérivées continues sur [1,e].
Ainsi, d’aprés la formule d’intégration par parties,

e 9 _ e « (I 9
/l(ln(t)) dt_/1 1 x (In(t))? dt
= [t(In(t))?]} —/1 tx2x lnit) dt

=ecln(e)? — 11n(1)? — 2 /e In(t) dt
1

= e—2/ In(t) dt.
1

On pose {u(t) = In(t) soit {U/(t) - %
V() =1 o(t) =t

Les fonctions u et v sont dérivables et de dérivées continues sur [1,e].
Ainsi, d’aprés la formule d’intégration par parties,

/le 1 x (In(#)* dt =e—2 <[t In(t)]$ — /let v 1dt>

=e—2(eln(e) — 11n(1) — [¢]])
=e—2(e—(e—1)) =e—2.
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u(z) =In(z u'(r) =1
Solution de I’exercice 20. On pose (z) 1( ) soit (z) R
v'(z) = v(z) =-—3
Les fonctions u et v sont dérivables et de dérivées continues sur [1, A].

Ainsi, d’aprés la formule d’intégration par parties,
A A A
| 1 1 1
[0 g [ () L,
1 i X 1 1 T T

:J%?_(_MD>+[{;M

A 1
()
:_lnilA) —%+1: - ln(Af)l—i_l

Solution de I’exercice 21.

_ 1 / — 1
1. On pose {u(t) o soit {u ®) &

V'(t) =eb’
Les fonctions u et v sont dérivables et de dérivées continues sur [1,x].
Ainsi, d’aprés la formule d’intégration par parties,

x At 1 x x 1
e—dt: el x— —/ elx [—= ) dt
Lt t], L 2

eT el xet
——+/ ©
1

x 1 t2
e x .t
- Car.
T et t2
t) =41 "ty = —2
2. On pose u(t) £ soit w(t) G
V'(t) =et v(t) =e
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Les fonctions u et v sont dérivables et de dérivées continues sur [1, x].
Ainsi, d’aprés la formule d’intégration par parties,

x .t 1 x x 2
%dt: el — —/ elx [ —= ) dt
Lt 2], 3

Ainsi, d’aprés la question précédente,

e” T Lt
T)=——¢e — dt

fa)=" et |

e® e% a:et

=——et+— —e+2 — dt

x +$2 + . 13

e® e” xet

r x 1 ¢

Solution de I’exercice 22.

1. En utilisant la définition,

1 1
uoz/(l—t)oet dt:/ el dt
0 0

=[], =¢' —e

=e—1.

2. On pose f(t) = (2—t)e'. La fonction f est dérivable comme produit
de fonctions dérivables et en appliquant la formule de la dérivée d’un
produit,

fft)=—e' +2—-t)el =e'(-1+2—1)
=(1—t)e' =g(t).

Ainsi, f/ = g et f est une primitive de g.
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3. Comme f est une primitive de g,

ulz/ol(lt)let dt:/ol(lt)et dt:/olg(t)dt

= [f()]5 = [(2—1)e'],
=2-1et—(2-0)¢°
=e—2.

t) =@1-tntt "t —(n+ 11—t
4. On pose u(t) ( ) , soit w(t) (n+1)( ) .
V() =el v(t) =¢é
Les fonctions u et v sont dérivables et de dérivées continues sur [0, 1].
Ainsi, d’aprés la formule d’intégration par parties,

1 1
Up+1 = /0 (L—t)"tet dt = [e'(1 - t)nﬂ}(l) - /0 e (=(n+1)(1—1t)") dt

— 61(1 _ 1)n+1 _ 60(1 _ O)n+1 4.

+(n+1)/01(1—t)”et dt

=—-1+n+1u, = (n+1)u, — 1.
5. Soit n € N. En utilisant la linéarité de 'intégrale,
1 1
Unt1 — Up = / (1—t)" el dt — / (1—t)"e' dt
0 0
1
_ / (1= t)™*et —(1—t)"et) dt
0
1
_/ (1—t)"e' (1 —t—1)dt
0

1
= —/ (1—t)"te dt.
0

1
Comme (1 —t)"te! > 0 et 0 < 1, alors / (1 —t)"te’ dt > 0. Ainsi,
0

Upt+1 — Up < 0.
Finalement, la suite (u,) est décroissante.
Comme (1 —t)"e! > 0, alors u, > 0.
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Ainsi, la suite (u,,) est décroissante et minorée par 0. D’apreés le théoréme
de la limite monotone, la suite (u,,) converge. Notons £ sa limite. Comme
0 < up < ug, alors 0 < £ < uy.

Supposons que ¢ # 0. Alors, lim (n + 1l)u, = oo. Comme
n—

“+o00
Unt+1 = (n+ 1)u, — 1, en passant a la limite dans I’égalité, on obtient
¢ = oo, ce qui est impossible. Ainsi, £ = 0.

6. En utilisant la question 4.,
Ny, = Upy1 — Up + 1.

Ainsi, lim nu,=0-04+1=1. ]

n—-+oo
Solution de ’exercice 23.

1. En utilisant la définition,

e

€ e t2 271
UOZ/ t(ln(t))odtz/ tdt = {2} 262 .
1 1 1

2.a) La fonction logarithme népérien étant croissante,

1<t<e
In(1) < In(t) < In(e)
0<In(t) < 1.

b) Soit n € N. En utilisant les définitions ainsi que la linéarité de
I'intégrale,

st — iy = /1 " (n(t)" 1 dr — /1 C(n(t)" dt
_ /1 " (t(In()™ — t(ln(e)") dt
_ /1 " (n(6)" (n(t) — 1) dt.

Comme t € [1, €],
t(In(2))" (In(t) —
/et(ln( N"(In(t) — 1) dt <
1

<0

Odt
Upt1 — Up <0
<u

1
Un41

mn:
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Ainsi, la suite (u,) est décroissante.

3. On pose u(t) = (In(t))"™ soit w'(t) = (n+1)x¢x(n(t)"
' () =t e =2 |

Les fonctions u et v sont dérivables et de dérivées continues sur [1,e].

Ainsi, d’aprés la formule d’intégration par parties,

Upy1 = / t(In(t))" Tt dt
1

2 e e 42 n n
_ [g(ln(t))"HL —/1 x (n+ 1) (tt)) dt
e2 2 n e
= (@)™ = Sy == [ en(oy at
e n41
T T g U

4. En utilisant la question 1. et la question précédente,

2 041
2

Uy = Uo+1 = uo

1 e2-1
— =X

2 2
+1

€

2
e2
2
62

U2 = Ul+1 =

U3z = U2+1 =
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