( T.D. IV - Matrices inversibles )

I - Résolution de systémes

Solution de I’exercice 1.

1. On utilise la méthode du pivot de Gauss :

5T +y — 2z =3
r+4y+ z =2
—3r+2y+3z2 =-2
x4+ 4y + 2 =2 Ly,
= S + 1y — 2z =3 Lol
—3r+2y+32z =-2
r+4y+z =2
< 19y + 72 =T Loc—Lo+5Ly
14y + 62 =4 LyeL3+3L,
r+4y+z =2
< 19y + 7z =7
{162 = —22  L419L3-14L,
xT :2—4y—z:2_%+%:w:_%
_ T 7 . TxX8+Tx11 __ 7x19 __ 7
S (Y =19 197= Tsxlo . — ox19 — 8
22 _ 11
S T

La solution du systéme est donc (z,y, z) (—%,

0\(.7\\1
|
oo| =
SN—"
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2. On utilise la méthode du pivot de Gauss :

20 4+3y—2 =1
5T +2y+3z =0

—-r+y+z =95
—r+y+z =5 Lj«Lg
< (br+2y+32 =0
20 4+3y—2z =1 rger
—x+y+z =95
& Ty + 82 =25 Lo+ Lo+5L;
oY + 2 =11 rgerg+21q
—r+y+z =5
& {Ty+8z - 925
—33z = —48 L47L3-5L,
¢ =-54+y4z= —5><1114{21+16 _ _%
_ 25 8, _ 25x11-8x16 _ 275—128 _ 147 __ 21
Sy =T - E =TT =T ST il
y, — —48 _ 16
=33 1
La solution du systéme est donc (z,y, z) = (—%, %, %)
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3. On utilise la méthode du pivot de Gauss :

rT+y—=z =2
3x+by—2z =1
20 +2y+2 =1

rT+y—z =2
< {2y 422 = —95 Lot Ly—3L,
3z = —3 Ly«Lz-20,

T =2-y+z=2+3-1=23
o {y =-f-2=-f+1=-1
z =-—1

La solution du systéme est donc (z,y,z) = (%, —%, —1).

4. En utilisant la méthode du pivot de Gauss :

z+2y—z =1
e +4y—2z =2
r+3y+z =10
r+2y—z =1
< §2y+2z =2 Lyery-31
Y+ 2z =9 LgeLz—Ly
z+2y—2z =1
< S 2y+2z =-1
62 =17 Lge213+L,
— _ 20 17 _ 6-40417 _ _ 17
x =1-2y+z=1-F+ 5 ="—F—"=—%
_ -1 _ 2, _ 1,17 _20_ 10
TNy T2 FTa2T e T % T3
_ 17
=%
La solution du systéme est donc (z,y,2) = (=1, 12, 17},

Solution de I’exercice 2.
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1. En utilisant la méthode du pivot de Gauss :

20 +y+z+t =3
T+y+z+t =12
3x+2y+224+4t =3
3r+y+22+3t =5

r4+y+z+1t =12 11,

- 20 +y+z+t =3 LyerL
3r+2y+2z24+t =3
3r+y+2z+3t =5
r+y+z+t =12
—y—z—t =-21 Ly

N y—z Lo+Ly—2L7
—y—2z—2t = —-33 rL3er5-314
_2y —Z — _31 Lg+Ly—3L1
rﬂ:—{—y—l—z—i—t =12
—y—z—1 = —-21

=4 y—=
—t = —12 r3¢L3-L,
z+ 2t =11 r4¢r4-21,

r =12—y—2z—-1t=12-224+13-12=-9
y =21—2z—-t=21+13-12=22
54

t =12
z =68-2t=11-2%12=—-13

La solution du systéme est donc (z,y, z,t) = (—9,22,—13,12).
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2. On utilise la méthode du pivot de Gauss :

20+ 2y+ 2+t =1

r+y+3z4+t =2
3x+y+22+2t =-1
3r+y—+224+3t =5
c+y+3z+1t =2
204+ 2y+z+t =1
=
3z 4y + 22+ 2t
3r+y+22+3t =5
c+y+3z+t =2
-5z —t =-3
=
—2y—Tz—-t =-T7
|2y — Tz =-1
z+y+3z+t =2
—2y—7 =—1
- Y :
—2y—-Tz—-t =-7
-5z —t =-3
r+y+3z+t =2
—2y—7 =-1
= 4 :
—t =—6
-5z —1 -3
x
_1-72 _ 1 | 7x3 _
P E A S B+ e
t =6
3-t _ 3-6 _ _3
\* =75 T35 T75

La solution du systéme est donc (z,y, z,t) = (—24/5,13/5,—-3/5,6).

Lycée Ozenne

=-1

Lo<Lq

L1+ Lo

Lo+Lg—2L;
L3+ L3—3L;

Lg+Ly—3L4

Lo<Ly

Ly<Lo

Lg<«Lg—Lgy

5421 _ 26 _ 13

10 — 10 — 5

_24

5
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IT - Inverses par calculs de produits

Solution de ’exercice 3.

1. En utilisant la formule du produit matriciel, on obtient
AB = Is.

Ainsi, A est inversible et A~! = B.

2. En utilisant la formule du produit matriciel, on obtient
AB = Is.

Ainsi, A est inversible et A~ = B.

3. En utilisant la formule du produit matriciel,

AB = 2I3.
Ainsi,
AB =213
1
—AB=1
2 3

1
A(:B)=1I.
(2) =

Donc, A est inversible et A~ = %B )

4. En utilisant la formule du produit matriciel, on obtient

AB = 1813.
Ainsi,
AB = 1813
1
—AB =1
18 ’

A(58) =1
18
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Donc, A est inversible et A~ = %B. O

Solution de I’exercice 4.

1. En utilisant la définition du produit matriciel, on obtient
PQ = Is.

Ainsi, P est inversible et P~1 = Q.
2. Montrons par récurrence sur n que M™ = P~1A"P.
Initialisation. Lorsque n = 0. Montrons que M° = P~1A°P.
x MY = I3, par définition.
¥ P1AP = PP =P 'P =15
Ainsi, M = P71 AP et la propriété est vraie a I'ordre 0.
Hérédité. Soit n € N. On suppose que M™ = P~1A"P. Montrons que
M = plgntip,
M"Y = M™M, d’aprés la définition des puissances
=P 1A"PM, daprées 'H.R..
Pour avancer dans le calcul, exprimons M en fonction de A. Or, d’aprés
I’énoncé,
A=PMP!
AP = PMP71P, en multipliant & droite par P
= PMI3
=PM
P 'AP = P7'PM, en multipliant & gauche par P~
=IsM
=M.
Ainsi M = P7YAP, et en reprenant le calcul précédent,
M = plAnpPM
=plAnpplApP
=P 'A"[3AP, car PP~ ' =1,
=P lA"AP
=ptAmtp,

Lycée Ozenne
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La propriété est donc héréditaire.
Conclusion. Finalement, la propriété est vraie a l'ordre 0 et est hérédi-
taire, donc pour tout n entier naturel,

M"™=pPlAmp,

III - Inverses par polynéomes de matrices

Solution de I’exercice 5.
1. D’aprés la définition du produit matriciel,
0O o0 1
M=MxM=|-1 -1 -1
10 0

D’apres les propriétés des puissances de matrices,
1 00
MY=M*xM*=[0 1 0| =1I.
0 0 1

2. D’aprés la question précédente,

M* =14
M x M3 = Is.

Ainsi, M est inversible et M ~! = I5. O

Solution de ’exercice 6.

1. Un calcul fastidieux mais simple permet de montrer que

A3 — 242 — 12A + 1915 = 05.

A. Camanes
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2. D’aprés la question précédente, Solution de I’exercice 8.
A3~ 242 — 124 + 1915 — 05 1. D’aprés la définition de M,
A3 — 242 — 124 = 1914 2 -2 1 1 00 1 -2 1
1, 5 ) M-I3=(2 -3 2]—-(010)|=2 -4 2.
—1g (A7 247 —124) = Iy -1 2 0 00 1 -1 -1
1
_EA (A2 — 24— 12[3) =13 De maniére analogue,
1
A (- (A% —24 — 1213)> = 1. 2 -2 1 300 5 —2 1
19 M+3=[2 -3 2|+(0o30l=[2 o 2.
Ainsi, A est inversible et -120 003 -1 23
1 Ainsi,
At T (A% — 24 — 1213) .
1 -2 1 5 =2 1 0 00
(M —I3)(M+3I3)=1 2 -4 2 2 0 2 0 00
. . -1 2 -1 -1 2 3 0 00
Solution de I’exercice 7.
1. Un calcul fastidieux mais simple permet de montrer que 2. D’aprés la question précédente,
A3 —2A% + 3A 4 1415 = 03. (M — I3)(M + 313) = 04
M x M+ 3MI35 — IsM — 315 x I3 = 03
2. D’aprés la question précédente, M2 4 3M — M — 315 = 0
A3 —2A% + 3A + 1413 = 03 M? 4 2M = 313
3 2 _ 1
A® —2A% +3A = —1413 g(1\42+2M) = I3
1
—— (A% 2421+ 34) =1, 1
14 gM(M +213) = I3
1
——A(A?—2A+30) =13 1
14 M (S(M + 213)> =I5
1
A (‘14 (A% —24 + 313)> = Is.
Ainsi, M est inversible et
Ainsi, A est inversible et 1
) M~ = §(M+213).
-1 2
=—— (A —2A+313).
11 ( + 3) 0

Lycée Ozenne
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IV - Non inversibilité

Solution de I’exercice 9.

1. En utilisant la définition du produit matriciel,

8 0 8 10 1
A>=AxA=10 16 0| =8|0 2 0
8 0 8 101
Ainsi,
10 1 1 2 1
AB=A%2xA=8[0 2 0| x |3 -2 3
101 1 2 1
2 4 2
=86 -4 6] =16A.
2 4 2

2. Supposons par I'absurde que A soit inversible. Alors, d’aprés la ques-
tion précédente,

A =164

A3A71 =16AA7!, en multipliant & droite par A~
A?AATT = 164471

A? = 1613.
Or, le calcul de la question précédente a montré que A% # 16/3. On
obtient ainsi une contradiction et la matrice A n’est pas inversible. [
Solution de I’exercice 10.

1. En utilisant la définition du produit matriciel,

1 2 -1
A2=AxA=2|-1 -2 1
-1 -2 1
Ainsi,
000
AB=AxA%2=(0 0 0
000

Lycée Ozenne
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2. Supposons par 'absurde que A soit inversible. Alors, d’aprés la ques-
tion précédente,

A3 =03

A1 A% = A7104, en multipliant & gauche par A~*
AT AA% = 04
A% = 03.

Or, le calcul de la question précédente montre que A% # 03. On obtient
ainsi une contradiction et A n’est donc pas inversible. O

Solution de I’exercice 11.

1. En utilisant la définition du produit matriciel,

2 5 2
AB=14 7 2
2 5 2
De méme,
2 5 2
BC=14 7 2
2 5 2

2. Supposons par 'absurde que A soit inversible. Alors, d’aprés la ques-
tion précédente,

AB = AC
A7'AB = A7YAC, en multipliant & gauche par A~}
B=C

Or, B et C sont deux matrices différentes. On obtient ainsi une contra-
diction et A n’est donc pas inversible. O

V - Inversibilité des matrices de taille 2

Solution de ’exercice 12.

A. Camanes
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1 2
4 1
matrice A est inversible et

1 (1 -2\ 1/-1 2
-1 _ _ _
4 _—7<—4 1) 7(4 —1)‘
1 2

—4 1
matrice A est inversible et

1/1 -2
_1_7
4 _9(4 1)'
30 :
11 . Comme 3x1—1x0=3# 0, alors la matrice
1/1 0
-1 _
A _3<—1 3>‘

>.Comme—lx1—1><5:—67é0,a10rsla

1. On pose A = ).Comme1><1—4><2:—77é0,a10rsla

2. On pose A = >.Commelx1—(—4)><2—97é0,a10rsla

3. On pose A = (

A est inversible et

-1 5
1 1

matrice A est inversible et

1 1 -5 1 /-1 5
-1 _ _ =
=S D)= (G0

-1 3
1 -3
matrice A n’est pas inversible.
5 -1
10 -2

matrice A n’est pas inversible. O

4. On pose A = <
5. On pose A = ( > Comme —1 x (=3) — 1 x 3 =0, alors la
6. On pose A = <

). Comme 5 x (—2) — 10 x (—1) = 0, alors la

Solution de I’exercice 13.

1. On remarque que

Lycée Ozenne
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Ainsi, en notant A = <_1 3), on a bien AX =Y.

1 2

2. La matrice A est de taille 2 et —1 x 2 —1 x 3 = —5 # 0. Ainsi, la
matrice A est inversible et

1 (2 -3\ 1(-23
-1 _ i
A _—5<—1 —1> 5<1 1)‘

3. D’apreés les questions précédentes,

AX =Y
A7TAX = A7'Y, en multipliant 4 gauche par A~

iy L2 3\ /11
X_AY_E) 1 1 9

1l /=2x11+3x9
T 5\ 1x11+1x9

=5 ()= ()

Ainsi, 'unique solution du systéme est (1,4). O

VI - Inversibilité des matrices diagonales

Solution de ’exercice 14.

1 00
0 20
0 0 3
naux sont 1, 2 et 3. Comme A est diagonale et que tous ses coefficients
diagonaux sont non nuls, alors A est inversible et

1. La matrice A = est diagonale et ses coefficients diago-

100 100
At={0 L o]l={o 1o
00 1 00 1
3 3
300
2. La matrice A= [0 0 0] est diagonale et ses coefficients diago-
0 00

naux sont 3 et 0. Comme A est diagonale et qu'un de ses coefficients
diagonaux est nul, alors A n’est pas inversible.

A. Camanes
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0 00
3. Lamatrice A= [0 1 0] est diagonale et ses coefficients diago-
0 00

naux sont 0 et 1. Comme A est diagonale et qu'un de ses coefficients
diagonaux est nul, alors A n’est pas inversible.

-3 00
4. Lamatrice A= 0 1 0] est diagonale et ses coefficients diago-
0 0 2

naux sont —3, 1 et 2. Comme A est diagonale et que tous ses coefficients
diagonaux sont non nuls, alors A est inversible et

1

L0 0 -3 00
A'=o0 t o]=l0 10
0 0 3 0 0 3

VII - Inversibilité des matrices triangulaires

Solution de I’exercice 15.

1 3 -1
1. Lamatrice A= [0 2 2 | est triangulaire supérieure et ses coef-
00 3

ficients diagonaux sont 1, 2 et 3. Comme A est triangulaire et que tous
ses coefficients diagonaux sont non nuls, alors A est inversible.

Il faudra utiliser la méthode de Gauss-Jordan pour connaitre son in-
verse.

3 0 0
2. La matrice A = |12 0 0] est triangulaire inférieure et ses
27 -4 0

coefficients diagonaux sont 0 et 3. Comme A est triangulaire et qu'un
de ses coefficients diagonaux est nul, alors A n’est pas inversible.

0 -5 75
3. La matrice A = |0 1 3 | est triangulaire supérieure et ses
0 0 O

coefficients diagonaux sont 0 et 1. Comme A est triangulaire et qu'un
de ses coefficients diagonaux est nul, alors A n’est pas inversible.

Lycée Ozenne
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-3 0 25
4. La matrice A = 0 1 1 | est triangulaire supéricure et ses
0 0 2

coefficients diagonaux sont —3, 1 et 2. Comme A est triangulaire et que
tous ses coefficients diagonaux son non nuls, alors A est inversible.

Il faudra utiliser la méthode de Gauss-Jordan pour connaitre son in-
verse. O

VIII - Inverses par méthodes du pivot

Solution de ’exercice 16.

x a
1. Onnote X = |y | et Y = | b |. Alors,
z
[x—l—z =
AX =Y & qy =b
z =c
r =a—z=a—c
< Sy =b
z =c
T 1 0 -1 a
< ly]l=101 0
z 00 1 c
Ainsi, A est inversible et
1 0 -1
At=10 1 0
00 1
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x a
2. Onnote X = |y | et Y =0 ]. Alors,
z
T _
AX =Y & {—x+y =D
T+ z =c
r =a
< Yy =bt+tx=a+b
Z =c—Tr=—a+cC
x 1 0 0
s [y]l=[1 10
z -1 0 1
Ainsi, A est inversible et
1 00
A'=11 10
-1 0 1

Lycée Ozenne
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x

a

3. Onnote X = |y | et Y = |0 ]. Alors,

z

c

Tr—+z =a
AX =Y & (2z+y+2 =0b
r—y+z =c

r+z =a
S Sy—2z =b—2a Lyery-214
L—y =C—a LzcLz—I
r =a—z=a—3a+b+c=—-2a+b+c
<z =y—b+2a=a—-c—b+2a=3a—-b—c
y =a-—c
r =-2a+b+c
= Y =a—C Lp+Lg
z =3a—b—c rL3c1L,
T -2 1 1 a
S lyl=1(1 0 -1 b
z 3 -1 -1
Ainsi, A est inversible et
-2 1 1
At=(1 0 -1
3 -1 -1

A. Camanes
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T a
4, Onnote X = |y | et Y =] b|. Alors,
z c

x4+ z
AX =Y & {2z + 32 =b

—2r—-y+2z =c

r+z =a
=b—2a rLyeLy-21,
=c+2a rL3Li+2104

r =a—z=a—b+2a=3a—-0

|
g

|

|

& Sz =-2a+b
y =—c—2a+3z2=—-—c—2a+3b—6a=-8a+3b—c
x =3a—0
=1 y =-8a+3b—c 1,15
z =—-2a+4+b rLyci,
x 3 -1 0 a
S |lyl=-8 3 -1
z -2 1 0
Ainsi, A est inversible et
3 -1 0
Al=-8 3 -1
-2 1 0

Solution de I’exercice 17.

Lycée Ozenne

43

1. On utilise la méthode de Gauss-Jordan

1 1 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1
1 1 0 1 0 -1
0 1 0 0 1 -1
0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 -1 0
0 1 0 0 1 -1
0 0 1 0 0 1
1 0 1
Ainsi, A= [0 1 0] est inversible et
0 01
1 -1 0
At =10 1 -1
0 0 1

Ly«Ly—Lg

Lo<Lo—L3g

Ly<Ly—Lo

A. Camanes
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2. On utilise la méthode de Gauss-Jordan 3. On utilise la méthode de Gauss-Jordan
1 1 1 1 0 0 2 0 1 1 0 0
-1 0 2 0 1 0 -1 0 1 0 1 0
-2 0 1 0 0 1 -2 1 1 0 0 1
1 1 1 1 0 0 2 0 1 1 0 0
0 1 3 1 1 0 Lo+ Lo+Lq 0 0 3 1 2 0 Lo+2Lo+1Lq
0 2 2 2 0 1 Ly« Lg+2Lq 0 1 2 1 0 1 Lg+Lg+Lq
1 1 1 1 0 0 2 0 1 1 0 0
0 1 3 1 1 0 0 1 2 1 0 1 Lo Ly
0 0 -3 0 -2 1 Lg«L3—2Lo 0 0 3 1 2 0 Lg+Lg
3 3 0 3 -2 1 Lq+3L1+Lg 6 0 0 2 -2 0 Lq+3Lq—Lg
0 1 0 1 -1 1 Lo+ L3+Lo 0 3 0 1 -4 3 Lo«3Ly—2L3
0 0 -3 0 -2 1 0 0 3 1 2 0
3 0 0 0 1 -2 Ly+Lq—3Lo 1 0 0 [1/3 -1/3 0 L1+1/6L;
0 1 0 1 -1 1 0 1 0 |1/3 -4/3 3/3 Lo« 1/3Ly
0 0 -3 0 -2 1 0 0 1 11/3 2/3 0 L3+1/3L3
1 0 0 0 1/3 -2/3 L1+1/3L 9 0 1
0 1 0 1 -1 1 Ainsi, A= [ —1 0 1| est inversible et
0 0 1 0 2/3 -1/3 L« —1/3L3 -2 11
1 11 1 1 -1
Ainsi, A= | —1 0 2] est inversible et Al = 3 1 —4
-2 01 1
0o 1 -2 ]
At=2(3 3 3
3 0 2 _1 Solution de I’exercice 18.
1. D’aprés la définition du produit matriciel,
0 1
M*=MxM=[-1 -1 -1
1 0

Lycée Ozenne
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D’apreés les propriétés des puissances de matrices,

M* = M? x M? = Is.

O O =

S = O

— o O
Il

2. En développant cette expression,

(M — L) (M? 4+ M*> 4+ M+ I3) = M* + M3 + M?> + M + - -
o= MP—M?*—M -1
= M*— I3
=03, car M* = I5.

3. D’aprés la définition de M,
-2 -1 -1
M-Ig=(1 -1 0
0 1 -1

Pour montrer l'inversibilité de M, on utilise la méthode de Gauss-

Lycée Ozenne
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Jordan,
-2 -1 -1 1 0 0
-1 0 0 1 0
0 1 -1 0 0 1
-2 -1 -1 1 0 0
0 -3 -1 1 2 0 Lo+2Lo+1Lq
0 1 -1 0 0 1
2 -1 -1 1 0 0
-3 -1 1 2 0
0 0 -4 1 2 3 Lg«3Lg+Lo
-8 -4 0 3 -2 -3 Lq<A4L1—Lsg
-12 3 6 -3 Lo+4Ly—Lg
0 0 -4 1 2 3
24 0 6 -12 -6 Lq+3L1—Lo
0 -12 0 3 6 -3
0 0 -4 1 2 3
1 0 -1/4 2/4 1/4 Lye—1/24L,
0 1 -1/4 -2/4 1/4 Lo+ —1/12Ly
0 0 1 [-1/4 -2/4 -3/4 Lg+—1/4Lg

Ainsi, M — I3 est inversible et son inverse est

1 -1 2 1
-|1-1 -2 1
-1 -2 =3

4. Notons B l'inverse de M — I3. Alors, d’aprés la question 2.,

(M — I3)(M? 4+ M? + M + I3) = 03
B(M — I3)(M? + M? 4+ M + I3) = B03, en multipliant a gauche par B
M3+ M? 4+ M + I3 = 03, car B(M — I3) = I5 et B0 = 05.
Ainsi,

M3+ M? + M + I = 05.

A. Camanes
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IX - Calculs de puissances

Solution de I’exercice 19. Montrons par récurrence que A" = PB"P~!
pour tout n entier naturel.
Initialisation. Lorsque n = 0. Montrons que A’ = PBOP~1.

x AY =1,

x PB'P~! = P[P~ ' =pPpP 1 =1
Ainsi, la propriété est vraie & I'ordre O.
Hérédité. Soit n € N. On suppose que A" =
ATl = pprtip—1 Ep effet,

PB"P~!. Montrons que
A = A" x A, d’aprés la définition des puissances
= PB"P~'A, daprés 'H.R.
Pour avancer dans le calcul, exprimons A en fonction de B. D’aprés
I’énoncé,
P 'AP =B
PP AP = PB, en multipliant & gauche par P
AP = PB, car PP7' =1
APP~! = PBPil, en multipliant & droite par P~1
A=PBP .
En reprenant le calcul précédent,
A" = ppnp~lpPBP!
= PB"IBP™!
= PB"BP!
= pPB"tipTt

La propriété est donc vraie a ’ordre n + 1.
Conclusion. Finalement, la propriété est vraie a l'ordre 0 et est hérédi-
taire, donc d’aprés le principe de récurrence,

VneN, A" = PB"P~ !

Lycée Ozenne
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Solution de ’exercice 20.

1. En utilisant la définition du produit matriciel, on obtient

2 00
0 2 0] =2I.
0 0 2

PQ =

Ainsi,
PQ =21
1
—PQ=1
5@

p(la)-1

1
P t=-0.
2@

Ainsi, P est inversible et

2. En effectuant les produits matriciels,

PDP1:}U)<;Q>

1
= 5PDQ
Lf1 0 L\ /3 00\ /1 0 1
—~(o =1 oo 20 2 0
2\ 1/ \oos/\1 0o -1
L (3 0 5 (1 0 1
(o =2 oo =2 o
2\3 0 =5/ \1 0 -1
(8 0 -2 40 -1
(0o 4 ol=[0 2 0]=a
2\ 2 0 s 10 4

3. Comme la matrice D est diagonale, alors

3" 0 0
VneN,D"=|[0 2" 0
0 0 5"
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4. Montrons par récurrence sur n que A® = PD"P~L,
Initialisation. Lorsque n = 0. Montrons que A° = PDP~1
x AY =1,
x PDOP~1 = pip~! = pp-t =1
Ainsi, AY = PDYP~! et la propriété est vraie a l’ordre 0.
Hérédité. Soit n € N. On suppose que A" = PD"P~!. Montrons que
Artl = pprtlp—1 Ep effet,

A = A" A, dapres la définition des puissances

= PD"P~'A, daprés 'H.R.
= PD"P~'PDP~!, daprés la question 2.
= PD"IDP~ ! car PP ' =1
= pprtipTt,
Ainsi, la propriété est vraie a 'ordre n + 1.

Conclusion. Finalement, la propriété est vraie a 'ordre 0 et est hérédi-
taire donc d’apreés le principe de récurrence,

VneN, A" = pp"pL,

5. D’aprés les questions précédentes,

A" = ppnp1
= PD" 1Q
2
]‘ n
(0 1 3" 0 0 1 0 1
=5 -1 0 0 2 0 0 —2
1 0 -1 0 0 5" 1 0 -1
L (30 5n 1 0 1
=5 0 -2 0 0 —2
3 0 -5 1 0 -1
L (35 0 3r—5n
=5 0 on+l 0
3n—5" 0 345"
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6. La matrice D est diagonale et ses coefficients diagonaux sont 3, 2
et 5. Comme D est diagonale et que tous ses coefficients diagonaux sont
non nuls, alors D est inversible et

|

—

|
O O wlim
o O
ul= O O

7. En utilisant les propriétés de I'inverse d’un produit de matrices in-
versibles, A est inversible et

At = (pPDP7 1)t

— (PD)PH)!
— (P Y (PD)!
=PD'p!
(0 1 3 00\ /1 0 1
=510 -1 0 [fo0 010 -2
1 0 -1/ \0 0 3/ \1 0 -1
1 1
(3 0 s\ /1 0 1
=510 -1 0 -2 0
1 1
i 0 -/ \1 0o -1
8 0 2
1 1
=5X7E (0 150
2 0 8
L (8 0 2
=— [0 15 0
0\2 0 s

O
Solution de I’exercice 21.

1. Montrons par récurrence que pour tout n entier naturel,

2 0 3" 2"
A= 1[0 3* n3nl
0 O 3"
200 30-20
Initialisation. Lorsque n = 0. Montrons que A= | 0 3% 0 x 39!
0 0 30
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x D’aprés les définitions des puissances de matrices, A% = I.

x D’aprés  les  définitions des  puissances de  réels,
200 30-20 10 1-1
0 32 ox3tl=(01 o0 |=1I
0 0 30 00 1
Ainsi, la propriété est vraie a 'ordre 0.
2 0 3r-2"
Hérédité. Soit n € N. On suppose que A = [ 0 3" n3" ! |. Mon-
0 O 3"
trons que
2n+1 0 3n+1 - 2n+1 2n+1 0 3n+1 o 2n+1
A= 0 3 (m13ntil) = 0 3" (n+1)3"
0 0 Sn—i—l 0 0 3n+1
En effet,
A = AnA
2n 0 -2 2 01
=10 3* n3n! 0 3 1], daprés 'HR.
0 O 3" 0 0 3
2"x2 3"x3 2"+ (3" —-2")x 3
= 0 3"x3 3"+n3""'x3
0 0 3 x 3"
vl gl gn pgntl 3 on
=( o 3! 3" +n3"
0 0 gntt
2n+1 3n+1 3n+1 4 2n(1 _ 3)
= o 3t (n+1)3"
0 0 3n+1
2n+1 3n+1 3n+1 o 2n+1
= 0 3 (n+1)3"
0 0 3ntl

Ainsi, la propriété est vraie & l'ordre n + 1.
Conclusion. Finalement, la propriété est vraie a l'ordre 0 et est hérédi-
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taire, donc d’aprés le principe de récurrence,

om0 3r—2n
VneN, A"=10 3" n3»!
0 0 3"

2. En utilisant la définition du produit matriciel,
1 00
PR=10 1 0
0 01

Ainsi, P est inversible et P~! = Q.

3. En utilisant la définition du produit matriciel,

PMP™'=PMQ

0 0 -1 4 0 -2 -1 0 -1
=10 1 0 -1 3 1 0 1 0
-1 0 1 1 0 1 -1 0 0
-1 0 -1 -1 0 -1
=1-1 3 1 0 1 0
-3 0 3 -1 0 0
2 01
=10 3 1] =A4
00 3

4. D’apreés la question précédente,

PMP =4
P 'PMP~! = P A4, en multipliant & gauche par P~"
IMP™ ' =p7tA
MP7'P = P 'AP, en multipliant & droite par P
MI =P AP
M =P 'AP.

Montrons par récurrence que entier naturel,

M" =P~ 1A"P.
Initialisation. Lorsque n = 0. Montrons que M° = P~1 AP,

pour tout mn
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x MO = I,
x P1AOp = p-lip=p-lp=1.

Hérédité. Soit n € N. On suppose que M" = P~'A"P. Montrons que

Ml — p=lAntlp Ey effet,
M"™1 = M™ x M, daprés la définition des puissances
= P 'A"PM, daprés 'H.R.
= P7'A"PP ' AP, daprés le calcul précédent
=P TA"TAP
=P 'A"AP
=P AP,

La propriété est donc vraie a ’ordre n + 1.

Conclusion. Finalement, la propriété est vraie a l'ordre 0 et est hérédi-

taire, donc d’aprés le principe de récurrence,
VneN, M"=P AP

5. En utilisant les questions précédentes,

M" =ptArp

— QA"P
-1 0 —1\ /2" 0 3r—2n 0 0 —1

=0 1 0 0 3» n3n! 0 1 0
-1 0 0 0 0 3n -1 0 1
—on () —3n49n_3n 0 0 —1

= o 3 n3n—1 0 1 0
—2n 0 —3n 4 on -1 0 1
—9n () —2x 304" 0 0 —1

= o 3 n3n—1 0 1 0
—2n 0 —3n 4 on -1 0 1
2% 3920 () 2 _9x 34N

= N - n3n—1
3n —on 0 on _ 3n 4 9on
2x3"—2" 0 2(2"—3")

= —np3n—t 3 p3nl

3 _—on 0 2ontl_3n
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