T.D. V - Variables aléatoires
discrétes finies

I - Lois usuelles

Solution de I’exercice 1. Les valeurs prises par X sont 1, 2, 3 ou 4.
Sachant que ces nombres ont tous la méme probabilité d’étre tirés, alors
X suit une loi uniforme sur [1,4].

Comme X — 7 ([1,4]), alors

E[X]:ﬂ:i
2 2

42-1 1

V(X) = _ b
2 2

O]

Solution de I’exercice 2. Les valeurs prises par X sont les entiers compris
entre 1 et 20. Sachant que ces nombres ont tous la méme probabilité
d’étre tirés, alors X suit une loi uniforme sur [1, 20].

Comme X — 7/([1,20]), alors

1420 21
Ex]=1T20_2
2 2

202 -1 399

V(X) = ===

Solution de I’exercice 3.

1. Les valeurs prises par X sont 0 et 1. Ainsi, suit X suit une loi de

Bernoulli. Comme la probabilité que X vaille 1 vaut %, alors X —
1
# ().
Ainsi,
B[X]=:,
3
2 2 2 1 2
VX)==-(1l—-z)|=z2xz==
3 3 3 3 9
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2. La variable aléatoire Y compte le nombre de succeés lors d’une suite de
5 expériences de Bernoulli indépendantes dont la probabilité de succes
vaut % Ainsi, Y suit une loi binomiale de paramétres 5 et 2, noté

2
Y #(5.2).
- (55)
Ainsi,
2 10
EY]=5x == —
Y=sx2=
2 2
V(Y)=5x2x(1-2
) x3x< 3)
_5x2xi 10
35379

Solution de ’exercice 4.

1. Les valeurs prises par X sont 0 et 1. Ainsi, suit X suit une loi de
Bernoulli. La variable aléatoire X vaut 1 si la lampe est défectueuse,
donc elle vaut 1 avec probabilité % = %. Ainsi, X — A (%)
Ainsi,
1
E [X ] = 50
2
1 1 19
VIX)=—(1——=)=—.
(X) 20 < 20) 400

2. La variable aléatoire Y compte le nombre de succés lors d’une suite de
30 expériences de Bernoulli indépendantes dont la probabilité de succés
vaut %. Ainsi, Y suit une loi binomiale de paramétres 30 et o=, noté

207
Y — % |30 i
20 /)

A. Camanes



T.D. V - Variables aléatoires discrétes finies ECT 2
Ainsi, O
E[Y] =30 x 1 — §7 Solution de I’exercice 7. L’expérience est une suite de 2 expériences de
20 2 Bernoulli indépendantes dont la probabilité de succés (c’est-a-dire de

V (V) =30 x 1 > (1 _ 1> tirer une boule numeérotée 1) vaut %
20 20 Comme X compte le nombre de succés lors de ces 2 tirages, alors X

— 30 x — x B o7 suit une loi binomiale de paramétres 2 et %, noté
20720 40

O

Solution de ’exercice 5. L’expérience est une suite de 4 expériences de
Bernoulli indépendantes dont la probabilité de succes (c’est-a-dire de
tirer une boule noire) vaut %.

Comme X compte le nombre de succés lors de ces 4 tirages, alors X
suit une loi binomiale de paramétres 4 et 2, noté

X<—>%<4,5>.
8
Ainsi,
B[X]—4x2=2,
8 2
) ) 5 3 15
V(X)_4><8><<1—8>_2><8_16.

O]

Solution de I’exercice 6. L’expérience est une suite de 5 expériences de
Bernoulli indépendantes dont la probabilité de succés (c’est-a-dire de
tirer une boule noire) vaut 13—0.

Comme X compte le nombre de succés lors de ces b5 tirages, alors X

suit une loi binomiale de paramétres 5 et 10, noté
3
X%
= (1)
Ainsi,
3 3
EX]=5x —=—
[X] 0= 2’
21
V(X)= i 1— — _3 X 7 il
10 2 10 20
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Xc—>,%’<2,1>.
3
Ainsi,
1 2
E[X]=2x - =~
X]=2xi=2
1 1\ 2 2 4
X)=2x-x(1-=)=2x==2
V(X) X3X< 3) 37379

O]

Solution de I’exercice 8. L’expérience est une suite de 5 expériences
de Bernoulli indépendantes dont la probabilité de succes (c’est-a-dire
d’obtenir le numéro 1) vaut .

Comme X compte le nombre de succés lors de ces 5 tirages, alors X
suit une loi binomiale de paramétres 5 et 1, noté

X<—><%’<5,é>.

Ainsi,

IT - Calculs de lois

Solution de I’exercice 9. On pourra dessiner un arbre.
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ECT 2

Comme les tirages s’effectuent sans remise, les différents tirages pos-
sibles sont
(1,2), (1,4), (2,1), (2,4), (4,1), (4,2).

Chaque tirage a la méme probabilité d’étre effectué :

1 1 1

X ===
3 2 6
La variable aléatoire X est la somme des tirages. Les valeurs qu’elle
peut prendre sont donc :

3, 5, 6.
De plus,
2 1
P(X=3)=P({(12), 2D} = =3,
P(IX =5)=P({(14), 4,0} = 5 =3,
P (X =6) =P ({(2.4), (4,2} = ; = .

k (3]5]6
PX=H)[5]5]35
En utilisant ce tableau, on obtient
1 1 1
E[X]=3x = - -
[X] 3x3+5x3+6x3
34546 14
-3 3
1 1 1
E[X2]3%x 452 x-4+6%x =
XT3 x g 487 x g+ 67 x 3

_9+25+436 70

3 T3
Ainsi, d’aprés la formule de Keenig-Huygens,
70 [(14)7
V(X — — | =
(x) - (%)

=E[X?] -E[X] =

210 196 14

9 9 9"

Lycée Ozenne
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Solution de I’exercice 10. On pourra dessiner un arbre.

1. Lors du premier lancer, le joueur remporte 10 ou —5 euros.
Lors du second lancer, le joueur remporte 10 ou —5 euros.
Lors du troisiéme lancer, le joueur remporte 10 ou —5 euros.
Ainsi, les suites de gains possibles sont :

(10,10, 10), (10,10, —5), (10,
(—5,10,10), (—5,10,—5), (-5,

—5,10), (10, -5, —5),
—5,10), (=5, -5, —5),

Les valeurs prises par S, la somme des gains sont donc
30, 15, 0, —15.

De plus, en représentant ces expériences dans un arbre, on obtient

2 2 2 8
P ([S =30]) =P ({(10,10,10)}) = 3 X § 3= 77
P([S = 15]) = P({(IO, 10, —5), (10 -5, 10), ( 10, 0)})
22 1,202 1 2 2 1
3 3 3 3 3 3 3 3 3
=3 X 4 = 4
27 9’
P ([S = 0]) = P ({(10, =5, ~5), (=5,10,-5), (=5, —5,10)})
2l 12 112 1
3 3 3 3 3 3 3 3 3
=3 X 2 = 2
27 9’
P ([S = ~15]) = P ({(~5,~5,~5)}) = = x  x = = =

On peut représenter la loi de S dans le tableau suivant :

0
P(S=k)| & |2
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ECT 2

2. En utilisant le tableau précédent,

1 2 4 8
E[X]=—-15x — S+ 15 % —
[X] 5><27+0><9+ 5><9+30><27
_ —1543x15x4+30x8 405 45
B 27 271 37
1 2 4 8
ElX2] = (—15)2x — +02x 24152 x = 2., °
[(X7] =( 5)" X 5o 07 x 5+ 157 x 5+ 307 x o
10125 1125
21 3

Ainsi, d’aprés la formule de Keenig-Huygens,

2
V(X)=E[X?] —E[X]Q:Lg%— (435>

3375 2025 1350

= = 150.
9 9 9

Lycée Ozenne
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Solution de ’exercice 11.

1. On distingue en fonction des valeurs prises par X :
* lorsque X vaut —2, alors Y vaut 4,
* lorsque X vaut —1, alors Y vaut 1,
% lorsque X vaut 0, alors Y vaut 0,
* lorsque X vaut 3, alors Y vaut 9.
Ainsi, Y(92) ={0,1,4,9}.

De plus,
P(Y=0) =P (X =0) =
P(Y=1)=P(X=-1)=
P(V=4)=P(X=-2)=
PV =9)=P(X=3)=.

i Ll N

1 1 1
E[X]=-2x-—-1x = = -
[X] X1 ><6—|—0><3+3><4
1 1 3
2 6 4
_—6-2+9 1
N 12 12’
1 1 1 1
E[X2]—(—2)2><Z+(—1)2x6+02x§+32xZ
1 9 12+42+27 41
Tt 12 12
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T.D. V - Variables aléatoires discrétes finies

ECT 2

Ainsi, en utilisant la formule de Keenig-Huygens,
41 1
VX)=E[X)] -EX)’= - - —
4l x12-1
144
_ 491
o144
3. D’aprés la définition de Y ainsi que la question précédente,
41
EY]=E[X?] = —.
¥-Blx) -
D’aprés le théoréme de transfert,
2 4 a1 a1 i
E [Y?] = E [X"] =(=2) x (1) x 240
1 81 48+2+243 293
+ 6 + 4 12 12
Ainsi, d’aprés la formule de Kcenig-Huygens,
293 [41\?
VY)=E[Y?]-E[Y]P="" (=
12 12
293 x12—41% 1835
B 144 144
Solution de I’exercice 12.
1. On distingue en fonction des valeurs prises par X :
* lorsque X vaut 0, alors Y vaut 0,
% lorsque X vaut 1, alors Y vaut 1,
% lorsque X vaut 4, alors Y vaut 2,
* lorsque X vaut 9, alors Y vaut 3.
Ainsi, Y(Q2) = {0, 1,2, 3}.
Lycée Ozenne 55

k lof1]2]3
P(v=r)[i]55]}
1
><7+34><1
3 2. En ukilisant le tableau précédent,
E[X]=0x-+4+1x +4><1—i—9><1
N 4 6 3 4
1,49
6 3 4
2416427 45 15
N 12 12 47
1 1 1 1
ElX2 =02 x -4 12x =442 x = 192  —
(X7 O><4—|— x5+ ><3+9><4
_1+E+§_2+16x4+81x3_@_
6 3 4 12 12
Ainsi, en utilisant la formule de Koenig-Huygens,
103 (/152
VX)=E[X?)|-E[X)*=—"-(=
(0 =B[x*] -B[x? = 1 - ()
103 x 4 — 157
N 16
_ 187
16

De plus,

B R W RO =

La loi de Y peut donc étre représentée dans le tableau suivant :

103

i
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ECT 2

3. D’aprés la définition de Y ainsi que la formule de transfert,

E[Y]:E[\/ﬂ
1 1 1 1
:\fOXi+\/Ixf+\/§><f+\f9><1
_1, 2. 3 _2+8+49 19
6 3 4 12 12°

D’apres la définition,

E[y?] =E[VX'| =E[X] = 1745.

Ainsi, d’aprés la formule de Kcenig-Huygens,

15 (197
4 12

B 15 x 36 — 192 _ 179

B 144 144"

VY)=E[Y?-E[Y]’=

Solution de I’exercice 13.

1. On commence par déterminer les valeurs que peut prendre la variable
aléatoire Y :

x si X(w) =1, alors Y(w) = 2,
x si X(w) =2, alors Y(w) =1,
x si X(w) =3, alors Y(w) =0,
* si X(w) =4, alors Y(w) =1,
x si X(w) =5, alors Y(w) =2
Ainsi,
Y(Q)=1{0,1,2}
D’apreés I’étude précédente
1
P(Y:O)—P(XZB)—E,
P(Y=1)—=P(X=2)+P (X —4)= — 42—+
I 10 5 2
1 1 2
P(Y=2)=P(X=)+P(X=5=_+:=

Lycée Ozenne
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On peut représenter la loi de Y dans le tableau suivant :

k 0|12
P(X=HK) |4 |5]2
En utilisant la formule de ’espérance,
2 13
EY]=0x —+1x-+42x-=—.
Y]=0xqg+ixg+2xz=1p
2. En utilisant le théoréme de transfert,
1 1
E[Y]:]1—3\g+|2—3]1 +13 — 3\ +]4 3\ +]5—3\5.

Solution de ’exercice 14.

1. On commence par déterminer les valeurs que peut prendre la variable
aléatoire Y :

x si X(w) = —1, alors Y(w) =
% s1 X(w) =0, alors Y(w) = 1,
% si X(w) =1, alors Y(w) =0,
x si X(w) =2, alors Y(w) =1,
* s X(w) =3, alors Y(w) = 2.
Ainsi,
Y () ={0,1,2}.
D’aprés I'étude précédente,
1
(Y =0)=P(X=1)=
P(Y=1)=P(X=0)+P(X=2) ="~ 2=
s - 100 5 2
1 1 2
P(Y=2)=P(X=-1)+P(X=8)=;+; =2

N[ =
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T.D. V - Variables aléatoires discrétes finies

En utilisant la formule de ’espérance,

1 1 2 13
EY]=0x —+1x—-+4+2x=

10 2 5 10
2. En utilisant le théoréme de transfert,

1 1 1 2 1
E[Y]:‘_1_1‘5+|0_1‘T0+’1_1|E+‘2_1|5+‘3_1|3'
O

IIT - Espérance & Variance sans calcul de loi

Solution de I’exercice 15. Remarquons que X; est le résultat du ¢° lancer
d’un dé équilibré, donc X; — % ([1,6]). Ainsi,

1
E[Xi]:7+6_7

2 2
62-1 35
M TR T

1. D’aprés la définition de S,

30
S = ZX
=1

En utilisant la linéarité de I’espérance,

30 30
E[S]=E ZXi] =Y E[X]]
=1 =1
30
7 7
:;2:30x2:15x7:105.

D’aprés les propriétés de la variance, comme les variables aléatoires sont
indépendantes,

30 30
V(S)=V (ZX) => V(Xy)
=1 =1
30

35 35 b5x35 175
:Z—:ZSOX—: .
pa 12 12 2 2

Lycée Ozenne
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ECT 2
2. Comme les variables aléatoires sont indépendantes,
30 30
E[P|=E HX] =[] E X/
i=1 i=1
B ﬁ 7 (T\¥
Sl 2/
=1
O
Solution de ’exercice 16. La variable aléatoire X; prend les valeurs 10
et —5. De plus,
2
P (X, =10) =2,
1
P((Xi=-5)= 5.

D’aprés les définitions,

2 11
2 1
E[(XZ-)Q]:102><§+52><7:75.

3
Ainsi, d’aprés la formule de Kcenig-Huygens,

V(X;) =

E [(X;)%] - E[X)]* = 75 — 5% = 50.

1. D’aprés la définition de S,

50
S = Z X;.
=1

En utilisant la linéarité de 1’espérance,

50 50
E[S]=E ZX] => E[X]]
=1 1=1
50
:Z5:50x5:250.
=1

A. Camanes
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ECT 2

D’aprés les propriétés de la variance, comme les variables aléatoires sont
indépendantes,

50 50
V(S)=V (ZX) => V(X))
=1 =1
50
- 250 = 50 x 50 = 2500.
=1

2. Comme les variables aléatoires sont indépendantes,
50 50
11 Xi] =[[EXi]
i=1 i=1

50
=[]5=5"

=1

E[P]=E

IV - Lois de couple

Solution de ’exercice 17.

1. Comme la somme des probabilités vaut 1, alors

LI I UL
2 T8 TR TP
1+p=1

p=0.

2. On compléte le tableau précédent :

N 1234 P(X=2)
o [TE[Eo] 3

C olo[dE !
Pv=o)[3[5[5]4]

Lycée Ozenne
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Comme X — #(1/4), alors

1
E[X]=-.
X]=1
De plus, d’aprés la loi de Y obtenue ci-dessus,
E[Y]:lx%+2xé+3xi+4xé:2.
3. En utilisant le tableau précédent,
P(X=1,Y=1) 0
Px_n (Y =1]) = = =
P(X=1Y=2]) 0
P(X-1v=3) I 1
P — Y — = = = = =
P((X=1Y=4]) § 1
On peut donc résumer la loi de Y sachant [X = 1] dans le tableau
suivant :
IR
Pi—y (Y =#) [ 3] 5]
4. On remarque que
P(X=1nNn[Y=1)=0
1
P(X:1)><P(Y:1):zx§¢o.

Ainsi,
P(X=1Nn[Y=1)#P(X=1)xP (Y =1)
et les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.

5. D’apres les propriétés des probabilités,

P(X=0U[Y =1)=P(X=0)+P (Y =1)—-P (X =0]n[Y = 1))

A. Camanes
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ECT 2

6. En utlisant la définition,

1 1 1
E[XY]:0x1x§+0><2><§+0><3><§+0><4><0+~--

1 1
---+1><1><0+1><2><0—|—1><3><§—|—1><4><§

Ainsi, en utilisant la question 1.,
Cov(X,Y)=E[XY]-E[X]|E[Y]
7 1

3
8 17773

7. Comme X < %(1/4), alors

V(X)—i(l—i)—f%.

D’aprés le théoréme de transfert,

1 1 1 1 21
E[Y?] =12 x - +22x - +32x = +42 x - = =,
V7] x5+ ><8+3 x g x g =
D’aprés la formule de Keenig-Huygens,
21 5)
VY)=E[Y} ] -E[y?="-22=",
(V) =By} -BY] =" -
Finalement,
Cov (X,Y
p(X,Y) = X,Y)
V(X)V(Y)
3
3 5 )
6 < 1

8. En utilisant la linéarité de la covariance par rapport a son premier

argument,

Cov (X +Y,X)=Cov(X,X)+ Cov(X,Y)=V(X)+Cov (X,Y)
_3.3_39
16 8 16

Lycée Ozenne
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En utlisant la symétrie de la covariance,

Cov (X, X +Y) =Cov(X +Y,X) = %

En utilisant la linéarité de la covariance par rapport & son premier

argument,
3 3
Cov (2X,X) =2Cov (X, X) =2V (X) =2 X %" &
En utilisant la variance d’une somme,
3 b 3 35
VIX+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y) = E-|-1+2§ =16

Solution de ’exercice 18.

1. En fonction des valeurs obtenus pour chacun des lancers, les valeurs
obtenues par le couple (X,Y") sont

{(4,§), 1<i<j <6},

2. Si X =1, la plus grande valeur renvoyée est 1, donc les deux dés ont
renvoyé la valeur 1. Ainsi,

(X =1={11D}.

En utilisant ’équiprobabilité des lancers,

3. SiY =1, alors un des deux dés a renvoyé 1 :
Y =1 ={(1,1),(1,7),(4,1),2 <14, j <6}.
Comme |[Y = 1]| = 11, en utilisant ’équiprobabiliteé,

PV =1)= .
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4. Si le plus petit et le plus grand des résultats obtenus vaut 1, alors
les deux lancers ont renvoyé 1. Ainsi,

(X =1nY =1 ={(1,1)}.

D’on,
1
P(X=1n[Yy=1]) =—.
(X =1nly =1)) =
5. Comme P([X =1]Nn[Y =1)#P(X=1)P(Y =1), alors X et Y
ne sont pas indépendantes. O

Solution de I’exercice 19.

1. Les résultats obtenus au cours des 4 lancers peuvent varier entre
0 (tous les résultats sont identiques) et 3 (le résultat change a chaque
lancer). De plus,

1 1 1
P([X =0]))=P ({FFFF,PPPP}) = 51 + o1 = 3%
P([X =1])=P({FPPP,FFPP,FFFP PFFF, PPFF,PPPF})
6 3
“3i T
P([X =2])=P ({PFPP,PFFP,PPFP FPFF FPPF FFPF})
6 3
“3i T
2 1
P([X =2])=P({PFPF,FPFP}) = 2= 33
La loi de X peut étre représentée dans le tableau suivant :

k [of1]2]3
P(X=H)|§]2]3]

fosll

En utilisant le tableau,

1 3 3 1
E[X]|=0Xx -+1X>42x243x=
[X]=0xg+lxgt2xg+dxg
_3+6+3 12 3
N 8 8 2
1 3 3 1
ElX2] =02 x - 4125 249252 132y
[ ] 0><8+ ><8—|— ><8—i—3><8
341249 24,
- 8 8 7
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D’apres la formule de Koenig-Huygens,

V(X)=E[X2] —E[X]?=3— <2>2: 12-9 3

2. La variable aléatoire Y compte le nombre de succés dans une suite de
4 expériences de Bernoulli indépendantes de probabilité de succes égale
a 3. Ainsi, Y < %(4,1/2).

D’aprés le cours,

=2,

1

2

1 1
V)=4x-x[|1l—-=]=1.

2 2

3. En utilisant I’étude effectuée précédemment pour établir la loi de X,
on peut, pour chaque série de lancers, calculer les valeurs de X et de Y.
On obtient ainsi le tableau suivant :

Nlo1]2]3]4
1 1
0 |&]0l0]0]|%
1 1 1
1 1 1
3 ]0]0/5]0]0

En utilisant le tableau,

1 1 1
E[XY]:1><1><§—|—1><2><7—1—1><3><f—|—---

8 8
+2><1><1+2><2><1+2><3><1+
8 8 8
1
---—l—3><2><g
142434+2+44+6+6 24

Ainsi,

Cov(X,Y):E[XY]—E[X]E[Y]:?)—g><2:
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4. D’apres le tableau,

et
P([X:O})XP([Yzl]):%xg#O.

Ainsi, les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.

5. D’apreés la définition du coefficient de corrélation,

Cov (X,Y) 0
X,Y) = - —0.
oY) VV(X)V(Y) \/3 <1

6. D’une part,

D’autre part,
P(X=0)xP([Y =1]) =

Ainsi,

P(X=0,Y=1)#P(X=0])xP([Yy =1])
et les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.
7. En utilisant la linéarité de ’espérance,

B[X+Y]=BX]+E[Y]=) 2=

En utilisant la formule sur la variance d’une somme,
V(X +¥)=V(X)+V(¥)+200v(X,¥)= > +14+0=",
VX-Y)=V(X)+V(-Y)+2Cov (X,-Y)
=V(X)+V(Y)-2Cov (X,Y) = Z

Solution de I’exercice 20.

1. Les valeurs qui peuvent étre prises par le couple (X,Y) sont :
(1,1), (1,2), (2,1).

La loi du couple (X,Y") est ainsi :

Lycée Ozenne
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* si les deux premiéres boules tirées sont numérotées 1 :

2 1 1
P((X=1,Y=1)=-x=-=—-.

* si la premiére boule est numérotée 1 et la seconde est numéro-
tée 2 : 5 1 1
P([X=1,Y=2)==-x=-=—_.

* si la premiére boule est numérotée 2 et la seconde est numéro-
tée 1: 1 9 1
P(X=2Y=1)=-x-=-.
3 2 3

La loi du couple peut étre représentée dans le tableau suivant :

N1 2
1 1

L 135]3
1

2 [11]0

2. En utilisant les marginales, on obtient :

N 12| Px=a)

I

2 510 3
P(v=y))|2]1]

3. En utilisant le tableau précédent,

2
E[X]:1><§+2><

i

[SURRFSNSUR N

2

w

4. Toujours a l'aide du tableau, on obtient :

1 1 1 5
EXY]=1X1Xx-4+1x2Xx-4+2x1x-=_.
[(XY] X ><3+ X ><3+ x1x2=g
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T.D. V - Variables aléatoires discrétes finies ECT 2

En utilisant la formule sur la variance d’une somme,

Cov(X,Y)=E[XY]-EX|E[Y]=- — <)2= 15;16 zfé. V(X+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X7Y)=§+§—2><%=§,

V(X -Y)=V(X)+V(=Y)+2Cov (X,-Y)

Ainsi, d’aprés la définition de la covariance,

1 6 2

. D 2 2
5. D’une part, =V (X)+V(¥) = 2Cov (X,Y) = 5+ g +2x 5= 5= 2.

»

D’autre part,

Ainsi,

P (X =2Y=2)#P(X=2)xP(y =2)
et les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.
6. D’une part,

6

2_22 21_7_
E[X]_13+23_3_2.

Ainsi, d’aprés la formule de Kcenig-Huygens,

V(X):E[X2]_E[X]2:2_<;l>2: 1816 _ 2

Comme X et Y ont la méme loi, alors V (Y) = 3.
D’aprés la définition du coefficient de corrélation,

Cov (X,Y)

P = NV

Ol

oI
X
ol

1 9 1
= —— X = = ——,
9 2 2

7. En utilisant la linéarité de ’espérance,

E[X+Y]:E[X]+E[Y]:§.
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