T.D. VI - Calculs de sommes
Séries numériques

I - Calculs de sommes

Solution de I’exercice 1.

1. Le terme général de la somme est constant, donc

2:3:(5+

k=0

1) x3=18.
2. Le terme général de la somme est constant, donc
D 10=(5-3+1) x 10 = 30.

3. D’aprés les résultats sur la somme des premiers entiers,
7

Sor=TTED gy
2
(=1

4. En développant le signe somme,

5
>
(=2

On pourra éventuellement retenir les formules :
n(n+1)(2n+1)

I
Zkg < n—|—1)>

22 + 32+ 4% + 5% = 54.

5. On utilise le résultat concernant la somme des premiers entiers :

27
D k=12413+4 - 427T=1+ - +11+124 - +27T— (14
k=12
27(27+1) 11(11+1
= 7(72+ ) _ (2+ ) _ 310,
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Solution de ’exercice 2.

1. D’ aprés les résultats sur la somme des termes d’une suite géomé-

trique, - 2¢ = 25122 1L — 95 (28 —1).
k=5
2. D’aprés les résultats sur la somme des termes d’une suite géomé-
. 10 1 ( )10 3+1
trique, > (—1)" = (— 1)3W = 0.
n=3

3. D’aprés les résultats sur la somme des termes d’une suite géomé-
trique,

5 5 n 5 n 1\
I 1 N\N" 11-(3)
212—21(22> ;(Q RN
_ A5
_ 1 34 =3(1-477)
4 4

4. D’aprés les résultats sur la somme des termes d’une suite géomé-
trique,

g2l Aogn 3 1 79\"
22n :Z qn :3Z<4>
n=1 n=1 n=1
4
_ (9 1= ()
4) 1-2
o1 ()
o
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5. En utilisant la linéarité de la somme,

=1
1—35 3
= —5x2=2(3"-1) - 10.
3 T3 5 2(3 ) 0
6. En utilisant la linéarité de la somme,
> (5 + 1) (2) ()k
- il -
prd 5 5 4
2\n+1 1\n+1
(g) (z)
_ 2 _1
5 1
5 9\ 71 4 1\ "1
—|1—== +-{1-(-
3 5 3 4
5 2W1+4 1
3 3x5" 3 3x4n
9 2n+1 1
3 3x5"  3x4n

7. En utilisant la linéarité de la somme,

n

SIS0 ())

= +
3 4
1-% ~5
5 3 n+1
=2(1-(2 5
5 3n+1 4n+1
= — — +5—
2 2x5hn o
15 3n+1 —_ 9% 4n+1
T2 5n
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Solution de ’exercice 3.

1. D’aprés les propriétés sur les suites arithmétiques,

Up =N X4 +ug=4n+ 1.

2. D’aprés la question précédente,

10
* )+11:4><5><11+11:22C

O]

Solution de ’exercice 4.

1. D’aprés les résultats sur les suites géométriques,

1\" \"
wp=(=-) wo=4(-] .
2. En utilisant les résultats sur la somme des termes d’une suite géo-
métrique,
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IT - Sommes télescopiques

Solution de I’exercice 5. FEn utilisant une somme télescopique puis la
somme des termes d’une suite géométrique,

1
Z(Ukﬂ—uk): ok+1
k=0 k=0
122 /1"
un—1+1_u0—§z 2)
k=0
11— (H)"
g 112 0)
2 1—-3
1

O]

Solution de ’exercice 6. FEn utilisant une somme télescopique puis la
somme des termes d’une suite géométrique,
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Solution de I’exercice 7. En utilisant une somme télescopique puis la
somme des termes d’une suite géométrique,

zn:(uk — Up—1) (;)

k=1
1
Un —UO— 5

O

Solution de I’exercice 8. En utilisant une somme télescopique puis la
somme des termes d’une suite géométrique,

> (o= vi-1) =3 (=8)"
k=1 k=1
1

Up — Vg = (—8)*
b8 k=1
1 1—(=8)"
vn—0=—5(=8)'5— (—8)
_1-(=9)"
9

Solution de ’exercice 9.
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1. En utilisant la définition de b,,,

brgt — by — 3" = (
=(n+1)3" —
=(n+1)3 x3""
(

n + 1)371"1‘1—1 _
n3"—t —3n

=@Bn+3-—n-—

2. En utilisant la formule sur la somme des termes d’une suite géomé-

trique,

n3n—1 _3n

L _p3n=t 3 x3nt

3)3" 1 = 2n3""! = 2p,.

1— 3n+1 3n+1 -1

n
k __ _
g?'_1—3 N 2

3. En utilisant une somme télescopique,

n

Z(karl —bg) = bpy1 — bo = byt
k=0

4. En utilisant les questions précédentes,

j;:k3k*1::j§:bk ::%
k=0 =

k=0 k=0
1 n
ST SCNETAES 8
k=0
_1{, 3t —1
— 2 n+1 2
1 3n+1 -1
:2(n+DW—2)
_ (’)’L+ 1)371, +1 3n+1
o 2 4 4

Solution de ’exercice 10.

1. D’aprés les propriétés du logarithme,
1
uk:m(kz>=m®+¢y4mm.

Lycée Ozenne

(bk+1 — by — 3k>

66

2. En utilisant les sommes télescopiques,

n

ﬁ: (In(k + 1) — In(k))

k=1 k=1

=In(n+1) —In(1)

3. Comme lim In(z) = 400, d’aprés la question précédente,

T—+00

lim Zn:uk = +o00.

n—-+0o

=In(n+1).

Ainsi, Y uy diverge.

Solution de ’exercice 11.

1. En utilisant la définition de la suite,

U1 = ug e Uk

Uk+1 _ efl/u;C

Uk
I N RS
uy,
1
In(ugs1) — In(ug) = ——
g,
n n 1
ﬂn(uk+1)——ln(uk)]::——EE:Aaf
k=0 k=0 *
1
In(up+1) — In(ug) = — Z —
k=0 "k
1
Z — = —In(up+1)
uy,
k=0
III - Séries géométriques. .. et plus

Solution de I’exercice 12.
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1. On remarque que 1k = (%)k Comme —1 < % < 1, alors

<1 +°°<1>’“ 1 1 5
—k: — = 1 :sz_
k:O5 5 -1 17y

2. On remarque que 2 = (%) Comme —1 < 2 < 1, alors
X 3k 1 5
Bk 3 9
— 5 -5 2

3. On remarque que 2% = (%)k Comme —1 < i < 1, alors
i’< ) 1 1 4
22k -3 3
2 P 7 3

4. On remarque que

32€+1_32€X3_3X9€_3<9>Z

—+00

k=0

10¢ 10¢ 10¢

Comme —1 < 1% < 1, alors

+00 92041 +oo £
3 9 1 3
10

10 2
=0 £=0 10

Solution de ’exercice 13.

1. Si ) (a— uy) converge, alors lim (o — uy,) =0. Or
Z( n) 8% n—)—l—oo< n) ’ n—-+00

Ainsi, o = %

Réciproquement, si o = %, alors a —u, = =5 (%)

alors > (a — uy,) converge.

Ainsi, ag = %

2. En utilisant la propriété précéedente,

S~ (o)

n=0 n=0

+o0 n
1 1 5 35
nZ=;) 7 l=7 7 6
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O
Solution de I’exercice 14. Si ) u,, converge, alors lim wu, = 0. Or,
n——+00
1 1 1A 1
nggrlooz (1 — 3—”) = 7. Ainsi, a = 7.
- 1 1 1\7
Réciproquement, si a = , alors up, = — 55w = —7 X (g) . Comme
—1< %<1, alors Zun converge. O
Solution de ’exercice 15.
1. Comme —1 < % < 1, alors gl (%)n converge et
nz
f (3)"1 1 1 5
= 5 11— £ 2
Comme —1 < 25 < 1, alors Z;l (23) converge et
n
+Z°° ( 9 >”‘1 1 1 25
— 25 -5 5 16
2. En utilisant les calculs précédents,
4 (3\"" 16 9\
Sn-32(8) -5 (%
5 25 \ 25
n:l
4+OO <3>n—1 16 +OO<9>77,—1
5 = 5 25 — 25
_ 4 " 5 16 25
572 257 16
=2-1=1
O

Solution de ’exercice 16.
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3. En utilisant les questions précédentes,

1. En utilisant la linéarité de la somme,

ORI

2. En effectuant un changement de variable,

S5

4
k=1 k=1
k—1=n—1 3 k—1
= > (k=141 ()
k—1=0 4
l=n—1 YA
3
=0
n—1 ¢
3
/=0
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S (0)”
4\ 4 o 4
k=0 k=0

4. D’apres les théorémes sur les croissances comparées,

n
m <4> =0.

En utilisant les résultats sur les séries géométriques, comme —1 < % <1,

*2"’(3)’“_ 1,
e — 5 =4
o 4 1—1
Ainsi,

+oo k—1

1/3
Zki <4> —4-0=4.
k=0
]
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