T.D. VIl - Variables
aléatoires discréetes infinies

I - Modélisation & Lois géométriques

Solution de I’exercice 1. 7" est 'instant du premier succés (obtenir une
boule blanche) dans un schéma de Bernoulli ou la probabilité de succés
vaut % Ainsi, T — ¢ (%)

D’apreés les résultats sur la loi géométrique,

L ) e

B[] =5 =

oolwo| =

Solution de I’exercice 2. 7" est 'instant du premier succés (obtenir une
boule noire) dans un schéma de Bernoulli ou la probabilité de succés
vaut % Ainsi, T — ¢ (%)

D’apres les résultats sur la loi géométrique,

BlI]=g=2ctV(I)=—5="x2="

o] =

Solution de I’exercice 3.

1. Comme S est la somme des résultats de deux lancers d’'un dé & 6
faces, S(2) ={2, 3,..., 12}.
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On distingue tous les lancers possibles :

P([s=2)=P (L)) =5

P(IS=8) =P ({(1,2), 2 D)) = o= = ==
P([S=4) =P ({(1,3),(2,2), (3, D) = = = 5
P([S=5) =P ({(1,4),(2,3), (3,2, (4 )} = 5. = 5
P (5= 6)) = P ({(1,5), (2,4), (3.3), (4,2), (5, )}) =
P (S =7) = P ({(1,6), (2,5), (3.4), (4,3),(5,2). (6, )}) = 5 = ¢
P ([5 =8) = P ({(2,6), (3.5), (4,4),(5.3),(6,2)}) = o
P ([ =9) = P ({(3,6),(4,5),(5.4), (6.3)}) = o = 5
P ([5 = 10)) = P ({(4,6), (5,5, (6,4)}) = o = =
P (5= 1)) = P({(6,5), (6.6)}) = - = 12
P ([5 = 12)) = P ({(6,6)}) =
Ainsi,
B 2|3 ]als|6|7][8]9][t0]1]1
Pis=m [ &l&lalsiaslaslalslsls

2. T est I'instant de premier succés dans un schéma de Bernoulli ou la
probabilité de succes vaut P ([S = 7]) = &. Ainsi, T — ¢ ().
D’apres les propriétés des lois géométriques,

1-3 5
:6etV(T):1726:—><6 = 30.

B(T] = -

ol
(=2}
S—
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Solution de ’exercice 4.

1. X compte le nombre de succés (obtenir Pile) lors de la succession de
4 expériences de Bernoulli indépendantes de probabilité de succés égale
a 1. Ainsi, X — 2 (4,3).

2. T est le premier instant de succés (obtenir au moins 2 piles) dans un
schéma de Bernoulli dont la probabilité de succeés vaut P ([X > 2]).

Ainsi, T — ¢4 (P ([X > 2])).
De plus,
P(X>22)=P([X=2) +P([X 3])) + P ([ X =4])

( )66 06 6 06

22
34 + 434 taa 34
6x4+4x2+1
~ 33 1
3 o7
D’apreés les propriétés des lois géométriques,
127 1-3 16 272 432
ET=—=—¢t V(T 2T = o =
7] I771° (T) = ()2 277 112 1
7
O
Solution de I’exercice 5.
1. On note
Ui :  « Choisir 'urne numérotée 1 »

Us :  « Choisir 'urne numérotée 2 »
Comme (Uy,Us) est un systéme complet d’événements, d’aprés la for-
mule des probabilités totales,

P (R) =Py, (R)P (U1) + Py, (R) P (Us)
2 111
“5% 27572
_3
==
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2. T est l'instant de premier succés (obtenir une boule rouge) dans

un schéma de Bernoulli dont la probabilité de succeés vaut P (R) = 1%.
Ainsi, T — ¢ (15).
D’apres les propriétés des lois géométriques,
1 10 1-3% 7 102 170
Ell=5=—ec V()= 10— — x — =—.
3 3\2 2
o 3 (ﬁ) 10 3 9
O

Solution de ’exercice 6.

1. On note U, I'événement « L’urne numeéro k a été choisie ».
Comme (Uy, Uz, Us) est un systéme complet d’événements, d’aprés la
formule des probabilités totales,

P (N) = Py, (N)P (U1) + Py, (N) P (U2) + Py, (N) P (Us)
3 1 2 1 1 1
=-X-4+-X=-+4-X=
4 3 4 3 4 3
342+1 4
4x3 4x3 2
2. T est l'instant de premier succés (obtenir une boule noire) dans
un schéma de Bernoulli dont la probabilité de succés vaut % Ainsi,
T—9(3).
D’apres les propriétés des lois géométriques,
1 1—-35 1
ET]=1=2et V(I)= 22 —x22=2
1 l) 2
2 (2
O

II - Autour de la loi géométrique

Solution de ’exercice 7.

1. D’aprés les lois usuelles, X — & (%)
D’apreés les propriétés des lois géométriques,

E[l]=5=_et V()= =

2

5 1-2 3 5 15
- -

SATIE
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2. Si X < n, alors X peut prendre les valeurs 1, 2,...,n. Ainsi,

Solution de I’exercice 8.

1. Comme T prend les valeurs 0, 1, 2,..., alors Y prend les valeurs
1,2,3,...

Ainsi, Y(Q2) = N*.

De plus, pour tout k € N*,

P(Y=k])=P(Y ~1=k—1) =P (T =k —1]).

2. D’apres la question précédente, Y (2) = N* et pour tout k € N*,
k—1

P(Y =k)=35x(3)"

Ainsi, Y —+ ¢ (%)

D’apres les propriétés des lois géométriques,

E[Y]=1=3ct V()= =:

ol =

3. Rappelons que Y =T + 1, soit T' =Y — 1. D’aprés la linéarité de
I’espérance,

ET]=E[Y -1]=E[Y]-1=3-1=2.
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D’apres les propriétés de la variance,

V(I)=V (Y -1)=V(Y)=6.

Solution de ’exercice 9.

1. Comme T prend les valeurs 0, 1, 2,..., alors Y prend les valeurs
1,2,3,...

Ainsi, Y () = N*.

De plus, pour tout k € N*,

PV =k)=P(Y -1=k-1))=P(T =k 1)).

2. D’aprés la question précédente, Y (2) = N* et pour tout k € N*|
4\ k-1

P([Y:k]):%X(g) .

Ainsi, Y — ¢ (%)

D’apres les propriétés des lois géométriques,

1-1

4
5 _ 2
2_3X5_20'

E[Y]=1=5et V()=

Oﬂ»—t‘ [
—~
ol
SN—

3. Rappelons que Y =T + 1, soit T' =Y — 1. D’aprés la linéarité de
I’espérance,

E[T|=E[Y -1]=E[Y]-1=5-1=4.
D’apres les propriétés de la variance,

V(T)=V (Y —1)=V(Y)=20.

Solution de ’exercice 10.

1. Comme X est & valeurs entiéres, si X > n — 1, alors soit X = n, soit
X > n. Ainsi,
(X >n—1]=[X =n]U[X >n].
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2. Comme les ensembles [X = n| et X > n] sont incompatibles, d’aprés
la question précédente,

P(X>n—1)=P(X
Up—1 = P([X
Up—1 — Up = P ([X

nJU[X >n]) =P ([X =n])+P([X >n])
n]) + un

DR

3. D’aprés la définition des probabilités conditionnelles,

P(X >n|N[X >n-1])
P(X >n-1])

Pixsn1 ([X >n]) =
Or, dire que X > n — 1 et X > n est équivalent a dire que X > n.
Ainsi,

P ([X > n])
P(X>n-1)

Pixsn—1) (X >n]) =

Ainsi, d’aprés la question 2.,

Pixsn1 (X >n]) =

D’apres la définition des probabilités conditionnelles,

CP(X>nn[X>n-1])  P(X>n])  u,
Prcnn (X >n) = =5 s o TP s a1 wns
Finalement,

1
Up = gun_l.
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5. D’aprés la question précédente, (u,) est une suite géométrique de
raison % et de premier terme

up =P (X >0]) =1,

car X est a valeurs dans N*. Ainsi, ¢

D’aprés la question 2.,

rox e () 00

I 2
Ainsi, X —+ ¥ (3)
6. D’apreés les propriétés des probabilités,

PX<n))=1-P(X>n)=1-up—1- (;)n

Solution de I’exercice 11.

1. Si Z < n, alors max { X7, Xo} < n. Ainsi, X; < n et Xo < n. Alors,

[Z <n]=[X1<n]N[X2 < n].

2. Comme les variables aléatoires X7 et X5 sont indépendantes,

P ([Z <n)) =P (X <n]N[X2 <nl) = P ([X; <n]) x P (X2 <nl).
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De plus, comme X; — ¥4(2/3) et Xo — ¥(2/3), alors

k=1 k=1

3 k—1=0 3

22l 1\ ¢
=323

=0

2 1-(3)"
= — X 1

3 —3

Finalement,

2n n—1 2n—2
1 1
- —1+92(= S
) ) =)
1\"~ 1 1\"! 1
=2 1—=-—-1= 1—=
) (=3)-G) ()
_% 1 n—1 _§ 1 n—1
S 3\3 919 ’
4. Comme —1 < % < 1, d’apreés les résultats sur les séries géométriques,
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> (%)n converge et

X1\ 1 3
Z(S) T

_1
n=0 3

Comme —1 < % < 1, d’aprés les résultats sur les séries géométriques,
S (3)" converge et

1
n=0 9
Finalement,
+0o0
4 3 8 9
Y P(Z=n])=5x>—2-x=
3 2 9 8
n=1
=2-1=1

Solution de I’exercice 12.

1. D'une part, comme —1 < e~ ! < 1, alors 3 (efl)k converge et

D’autre part, comme —1 < e~ < 1, alors (e_l)k converge et

+00 +oo 4
1 1 1 1 1
-k —1
X = — — = — X = —
k-z—oe ¢ ez<e> e 1-1 e-1

k=0 e

Finalement,

= e 1

Y P(Y=k)=———=1

e—1 e—-1

k=0
2. Comme Y prend les valeurs 0, 1,. .., alors Z prend les valeurs 1, 2,. ..
et Z(Q2) = N*.

A. Camanes



T.D. VII - Variables aléatoires discrétes infinies

ECT 2

Soit k € N*. Alors,

P(Z=K)=P(Y+1=kK)=P (¥ =k-1)
—(k=1) _ =(b=141) _ —(k=1) _ ,~k

= e_(k_l)(l —e 1
(-0
1—— | x| - .
e e
Ainsi, Z —~ ¢ (1 — %)

D’aprés les propriétés des lois géométriques,

Il
o

Elz]= 1il :%
et
1—(1-1
V-G
1 e?
e o)
"~ (e—1)2

3. D’aprés la linéarité de I'espérance,

1
EY]|=E[Z-1=— 1= —.
e—1 e—
D’apreés les propriétés de la variance,
VY)=V(Z-1)=V(2)= Ll
e p—

4. Comme M est une matrice de taille 2, elle est inversible si et seule-
ment sil XY —1x0=Y #0. Ainsi,

P (M inversible) = P([Y #0) =1 —-P (Y =0]) =1 — (efo _ e*<0+1>)
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Solution de ’exercice 13.

1. Comme ([Y = k])ren+ est un systéme complet d’événements,
+o00
P(X=Y]))=) P(X=Y]N[Y=4k)
k=1
+oo
=> P(X=KN[Y =k
k=1

+o0o
= Z P([X =k])) xP([Y =k]), car X et Y sont indépendantes.
k=1

2. Soit n € N*,

k=1

5050

Il

Ik |
= Il
Il 3
=] I
N\
NeJ N
~
T

—

Comme —1 < % < 1, alors ) (%)k converge et

+00 9 2k—2_+§ 4 Z_ 1 _9
3 n 9 _1_3_5'

k=1 /=0
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3. En utilisant les questions 1. et 2.,

1/2 k—1 1/2 k—1

T La3\3 “3\3

k=1
B 1 +o00 2 k—2
9 3

k=1

1 9 1
= — X = = —.

9 5 5

III - Autour de la loi de Poisson

Solution de ’exercice 14.
1. Comme X est le nombre de succés dans une expérience de Bernoulli

de probabilité de succés égale a 11—2, alors

X < 2(60,1/12).

2. Comme E[X] =60 x & =5, alors E[Z] = 5 et Z suite une loi de
Poisson de paramétre 5.

3. En utilisant la table précédente,

P(X<3)~P(Z<3) =P(Z=0+P(Z=1)+P (%

~ (0,006 + 0,034 + 0,084 + 0,140
~ (,264.
En utilisant les propriétés des probabilités,

PX>4)=1-P(X<4)=1-P(X<3)
~1— 0,264
~ 0,736.
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O

Solution de ’exercice 15.

1. Comme X est le nombre de succés (étre défecteuse) dans une expé-
rience de Bernoulli de probabilité de succés égale a %, alors

5
X = %100, — | .
— (00, 100)

2. Comme E[X] =100 x ;25 = 5, alors E[Z] = 5 et Z suite une loi de

Poisson de parameétre 5.
3. En utilisant la table,

IV - Autres lois

Solution de I’exercice 16. D’aprés la définition de l'espérance, si cette
somme est bien définie,
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Solution de I’exercice 17.

1. En réduisant sous le méme dénominateur,
1 1 k+1—k 1
k- k+1  k(k+1)

o k(k+1)

2. En utilisant la question précédente puis une somme télescopique,

n

- 1 1 1
S sy (i)

_1_ 1
1 on+l
Ainsi, > m converge et
“+00 —+oo 1
YP(X=k)=) =1
k=1 k=1 k(k+1)

3. Comme ([X = k])gen est un systéme complet d’événements,

+o0
S P(X=H)=1
k=0
+o0

P (X =0)+ Y P(X=k)=1
k=1

+oo
P((X=0)=1-) P(X=k)=1-1=0.
k=1
4. En utilisant ’événement contraire puis les calculs précédents,

P([X>n]):1_P([X<n]):1_§njp([xzk]), car X(Q) C N
k=0

=1-> P(X=k|), car P([X=0]) =0

1
=1—(1- , d’aprés le calcul de la question 2.
n+1

Lycée Ozenne

76

Solution de ’exercice 18.

1. Soit n > 2.
"k —1) ST Ak - 1)
k - k—1+1
k=2 3 k—1=1 3
n—1 A0
e w
/=1

En utilisant le résultat admis pour = = %, alors

XAk -1) 4X/1\" 4
Z?ﬂf:?,Z(?,) 3 a1y

k=2 /=1

+oo
Ainsi, on a bien Y P ([X =n]) =1.

n=2

2. En utilisant la définition de I’espérance, sous réserve de la convergence
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des séries,
+o00
E[X] =) nP (X =n])

n=2

X 4n-1)

= 2 2

X 4n-1)

= 2 2

00 n2 + n

22 13 2
=3x1=3
O
Solution de I’exercice 19.
1. Comme —1 < % <let-1< % < 1, d’apreés les résultats sur les

séries géométriques,

+§ <2>n—2 B +o0 <2>Z B 1 4
Z — Z — 5 =
3 3) T1-2

n=2 /=0

et
+oo 1 n—2 +oo 1 Y4 1
n=2 =0 2
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Ainsi,

=3—-2=1.

2. D’apreés la définition de 'espérance, sous réserve de convergence des
sommes,

+oo
EY] =Y P(Y =n])
n=2

S5

n=2 n=2
+00 n—1 +00 n—1
3 2 1
=2 ()
n=2 n=2

26 )

n=1 n=1

| W

IS S Y DY B
2 [(1-3) (171

:;(9—1)—2(4—1)

=3x4—2x3=6.
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