T.D. VIl - Réduction
des matrices carrées

I - Valeurs propres / Vecteurs propres

-3
3

vecteur propre de A associé a la valeur propre 3.

Solution de I’exercice 1. Comme AX; = ) = 33X, alors X est un

1
-1
vecteur propre de A associé a la valeur propre —1.

Solution de I’exercice 2. Comme AX; = > = — X, alors X7 est un

Solution de I’exercice 3. Comme

_(V2+2V3\ _ (V21 +V6)\ _
A= <3ﬂ+ J??) = <¢§<¢é+ 1>> = (1+V6) X1,

alors X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 1 + v/6.

Comme

- (G- (ada ) -0 vom

alors X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 1—v/6. [

Solution de I’exercice 4. Comme

—2_—1 2_\/\5[2— 1)

AX, = ( —a+ @2) - (142X,

B <—(1+\/§)

alors X7 est un vecteur propre de A associé a la valeur propre —(1++/2).

Comme

AX, = <‘3Zr12_\(2[2—) 1> _ (—_((11—_\/\/%))2> = —(1-V2)Xa,

alors X9 est un vecteur propre de A associé a la valeur propre —(1 —

V2). 0
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Solution de I’exercice 5. Comme
1 2
AXl = 5 —2
0

alors X7 est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 2.

:2X17

Comme
4
AXy = | 4
8

alors Xo est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 4.

= 4X27

Comme

AXs= | -2 | = —2X5,

-2
alors X3 est un vecteur propre de A associé & la valeur propre —2. [

Solution de I’exercice 6. Comme

16
AXy=|—-16 ] =16Xq,
0
alors X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 16.
Comme
8
AXy = | 8| =8Xy,
8
alors Xo est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 8.
Comme
—4
AXs3= [ -4 =—-4X3,
4

alors X3 est un vecteur propre de A associé a la valeur propre —4. [
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II - Polyndémes annulateurs

Solution de P’exercice 7.

1. D’aprés la définition du calcul matriciel,

AZ_@ g)_zm

A% —4A = 0,.

Ainsi, X? — 4X est un polynoéme annulateur de A.

2. Comme X2 —4X = X(X —4), les racines de X? — 4X sont 0 et 4.
Ainsi, les valeurs propres possibles de A sont 0 et 4.

3. Comme 1 x (—1) —1x1=—-2%#0, alors P est inversible et

1 /-1 -1\ 1/1 1
,1_7 i
P _—2<—1 1> 2<1 —1)‘

4. En utilisant la définition du produit matriciel,

4 0
—1 o
parc (10).
4 0

En posant D = <O O)’ alors A = PDP~! et la matrice A est diago-
nalisable. ]

Solution de I’exercice 8.

1. En utilisant les opérations matricielles,

1 -2 1 5 —2 1 00 0
(M-D(M+3)=[2 -4 2 2 0 2|=(00 0
-1 2 -1/ \-1 2 3 00 0

2. D’aprés la question précédente, (X — 1)(X + 3) est un polyndme
annulateur de M.

3. Comme les racines de (X —1)(X +3) sont 1 et —3, les valeurs propres
possibles de M sont 1 et —3. ]
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Solution de ’exercice 9.

1. D’aprés la définition du produit matriciel,
1 0 1
JP=[0 2 0
1 0 1

JB=7%xJ=

oo
O O N
oo
Il
NS
<

2. D’aprés la question précédente, J2 — 2J = 03 donc X2 — 2X est un
polyndéme annulateur de J.
Or,

X3 —2X = X(X?-2) = X(X — V2)(X +V?2).

Ainsi, les racines de X3 — 2X sont 0, V2 et —v/2.
Les valeurs propres possibles de J sont donc 0, —v/2 et /2. ]

Solution de ’exercice 10.

1. En utilisant les définitions du produit matriciel, on vérifie que A3 +
A? —4A — 4] = 03. Ainsi, R est un polynome annulateur de A.

2. D’apreés la question précédente,

A3+ A% —4A =41
A(A? + A —4I) =41

1
A [4(142 +A— 41)} =1.
Ainsi, A est inversible et A~! = 1(4% + A —41).
3. D’aprés la définition de R,
R(2)=28422 —4x2-4=0.

Comme 2 est une racine de R, il existe un polynome @) tel que R =

(X —2)Q.
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4. En utilisant une division euclidienne,

R(X)=(X-2)(X?+3X +2).

5. Le discriminant du trinéme X? 4 3X + 2 vaut 32 —4 x 2 = 1. Ainsi,

ses racines sont

Ainsi, les racines de R sont —2, —1 et 2.
Les valeurs propres possibles de A sont donc —2, —1 et 2.

6. Comme

2
AX;=| 0 | = —2Xx4,
—2

alors X7 est un vecteur propre de A associé a la valeur propre —2.

Comme

1
AXo=| 0 | = —Xo,
0

alors X5 est un vecteur propre de A associé a la valeur propre —1.

Comme

0
AX3= 12| =2Xs3,
0
alors X3 est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 2.

7. D’aprés la définition du produit matriciel,

2 —1 0

AP=|0 o 2},
2 0 0
2 —1 0

pp=[0 o0 2
2 0 0
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Ainsi, AP = PD.

En utilisant la méthode de Gauss-Jordan,

-1 1 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0
1 0 0 0 0 1
-1 1 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0
0 1 O 1 O ]. Lg«Lg+Ly
-1 1 0 1 0 0
0 1 0 1 0 1 Lo«Lg
0 0 1 0 1 0 Ly<Lo
1 0 0 0 0 1 Lo+Lo—1Lq
0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 1 0
0 01
Ainsi, P est inversibleet P71 =1 0 1
010
Comme AP = PD, alors A= PDP~!

III - Calculs de puissances

Solution de ’exercice 11.

et A est bien diagonalisable. [J

1. En utilisant la propriété et les valeurs des premiers termes,

U1:*3U0+4’UO*U}0:*3X1+4X(*1)*2:*9

v =2v) =2 x (=1) = -2
w1:—4vo—2w0:—4><(—1)—2><2:0.

2. Comme vy41 = 20y, la suite (v,,) est une suite géométrique de raison

2. Ainsi,

v = 2" = 2" x (—1) = —2".
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3. En utilisant la définition du produit matriciel,

-3 0 =3
PA=10 2 0
0 -2 -2
-3 0 =3
DP=10 2 0
0 -2 -2

Ainsi, PA = DP.

En utilisant la méthode de Gauss-Jordan,

1 0 1 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 1 0 0 1
1 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0o -1 1
1 0 0 1 1 -1
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0o -1 1
Ainsi, P est inversible et
11 -1
Pl=(0o 1 o0
0 -1 1

Alors, A = P~'DP et la matrice A est bien diagonalisable.

4. Montrons par récurrence que A" = P~1D"P.
Initialisation. Lorsque n = 0.

x A0 =[5

¥ P71DOP = P3P =P~ 'P =13

L3+ L3—Lo

Ly«Ly—L3

Ainsi, A° = P71DOP et la propriété est vraie a I'ordre 0.
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Hérédité. Soit n € N. Supposons que A" = P~'D"P. Alors,

A = A" x A, d’aprés la définition des puissances

=P 'D"PA, daprés 'HR.
= P 1D"PP IDP, d’aprés la question 3.
= P 'D"I3DP
=P~ ip"tp.
Ainsi, la propriété est vraie a l'ordre n + 1.

Conclusion. La propriété est vraie & l'ordre 0 et est héréditaire, donc
d’aprés le principe de récurrence,

VneN, A" = P~'D"P.

5. Comme D est diagonale, alors

(=3 0 0
p=| 0 2» 0
0 0 (=2)n

D’apres la question précédente,

A" =p~lprp
1 1 =1\ /(=3 0 0 1 01
=10 1 0 0o 2» 0 010
0 -1 1 0 0 (—=2)»/ \o 1 1
(=3)» 2" —(=2)"\ /1 0 1
= 0 on 0 010
0 —2n (=2)" 01 1
(=3)" 2" —(=2)" (=3)" —(-2)"
= on 0
(=2)" 2" (=2)"
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T.D. VIII - Réduction des matrices carrées ECT 2
6. D’apreés les définitions, 8. En utilisant les questions précédentes,
Un+1 Un
Un+1 = Un+1 Un, = Un = AnUO
Wn+1 Wn,
—3uy + 4v, — wy, (=3)" 2" —(=2)" (=3)" —(=2)" 1
= 20y, = 0 2m 0 -1
—4vy, + 2wy, 0 (=2)" — 27 (—2)" 2
-3 4 -1\ [u (=3)" = (2" = (=2)") + 2((=3)" = (=2)")
=0 2 0 Up, = —2n
0 —4 2 Wy —((=2)" —2™) + 2(=2)"
= AU,. 3(=3)" = 2" — (=2)"
= —2n
7. Montrons par récurrence que U, = A"Uj. (=2)" +2"
Initialisation. Lorsque n = 0. . .
Ainsi, pour tout n entier naturel,
AUy = I3U,y = Uy,
U, =3(=3)" =2"—(=2)"
La propriété est donc vraie a ’ordre 0. v, =-—2"
Hérédité. Soit n € N. On suppose que U,, = A"Uj. Alors, w, = (=2)"+2n
Upt+1 = AU, d’apres la question précédente O
= A x A"Uy, d’aprés 'H.R.
Solution de I’exercice 12.
= A"Hy,.
1. En utilisant la propriété et les valeurs des premiers termes,
Ainsi, la propriété est vraie a 'ordre n + 1.
Conclusion. La propriété est vraie a l'ordre 0 et est héréditaire donc, up = —up+wp=—-1+2=1
d’aprés le principe de récurrence, v] =2vp) — 4wy =2x (—1)—4x2=-10
w] = 2wy = —2 X 2=—4.
VneN, U, =A"U,.
2. Comme wy41 = —2wy,, la suite (w,) est une suite géométrique de
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raison —2. Ainsi,

Wy = (—2)"wp = (—2)" x 2 =2 x (—2)".
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3. En utilisant la définition du produit matriciel,

2 -1 0
AP=1|-2 0 2
-2 0 0
2 -1 0
PD=\|-2 0 2
-2 0 0

Ainsi, AP = PD.

En utilisant la méthode de Gauss-Jordan,

-1 1 0 1 0 0

1 0 1 0 1 0

1 0 0 0 0 1
-1 1 0 1 0 0

0 1 1 1 1 0 Lo Lo+Ly
0 1 0 1 0 1 L3+ L3+Ly
-1 1 0 1 0 0

0 1 1 1 1 0

0 0 1 0 1 —1 Ly+Lo—Lsg
-1 1 0 1 0 0

0 1 0 1 0 1 Lo+ Lo—Lsg
0 0 1 0 1 -1

1 0 0 0 0 1 Ly<Lo—Lq
0 1 0 1 0 1

0 0 1 0 1 -1

Ainsi, P est inversible et

Alors, A = PDP~! et la matrice A est bien diagonalisable.
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4. Montrons par récurrence que A" = PD"P~1
Initialisation. Lorsque n = 0.

x A0 = 5.

x PDOP~! = P3P~ = PPl =1;.
Ainsi, A = PDYP~! et la propriété est vraie a l’ordre 0.
Hérédité. Soit n € N. Supposons que A” = PD"P~!. Alors,

An+1
= PD"P'A, daprés 'HR.
= PD"P~'PDP~! daprés la question 3.
= PD"I;DP!
= pprtipt,

Ainsi, la propriété est vraie & I'ordre n + 1.

= A" x A, d’aprés la définition des puissances

Conclusion. La propriété est vraie & l'ordre 0 et est héréditaire, donc

d’aprés le principe de récurrence,

VneN, A" = PD"P~ L.

5. Comme D est diagonale, alors

(=2 0 0
D= 0 (=)™ 0
0 0o

D’aprés la question précédente,

A" = ppnp!

-1 1 0\ /(-2 o 0 0 0

=1 01 0 (=)™ 0 1 0
1 0 0 0 0 27/ \0 1
—(=2)" (=)™ 0 00 1

= (-2 0o 20| |1 0 1
(=2)" 0 0 01 —1
=™ 0 (=1)"—(=2)"

= 0 2 (=2 -2
0 0 (—=2)™
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6. D’apreés les définitions,

Un+ 1= | Un+41

7. Montrons par récurrence que U, = A"Uj.
Initialisation. Lorsque n = 0.

AU,y = Uy = Up.

La propriété est donc vraie a ’ordre 0.
Hérédité. Soit n € N. On suppose que U,, = A"Uj. Alors,

Upt+1 = AU, d’apres la question précédente
= A x A"Uy, d’aprés 'H.R.
= A"1Uj.

Ainsi, la propriété est vraie a 'ordre n + 1.

Conclusion. La propriété est vraie & 'ordre O et est héréditaire donc,

d’aprés le principe de récurrence,

VneN, U, =A"U.
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U, = A"Uy

(=™ 0 (=" —=(=2)"

8. En utilisant les questions précédentes,

0 2n  (=2)n—2n

0 0
(=" +2((-1
2"+ 2((—
2(—2

3(—1)"—2x (—

)
2)" — ")

(-2
" (=2

2)"

2x (=2)" =3 x2"

2 x (=2)"

Ainsi, pour tout n entier naturel,
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