[ T.D. IX - Intégrales généralisées ]

I - Fonctions continues

Solution de I’exercice 1.

1. En utilisant les primitives classiques, pour x > 1,
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Comme lim -
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= = 0, alors / i dt converge et
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2. En utilisant les primitives classiques, pour x > 2

T 1 x t_2 z
/ Sdt:/tr&dt:{}

x 2 272 1 1

9T 9 T8 2p2

“+oo
Comme lim -5 =0, alors -5 dt converge et
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3. En utilisant les primitives classiques, pour x > 2,
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too 5
Comme lim % =0, alors / — dt converge et
z—+oo T 2 t3

teos 5
9 T 8
4. En utilisant les primitives classiques, pour = > 1,
z 9 T 21573 z
/ —dt = / 2674 dt = [}
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+oo 9
Comme lim -5 =0, alors / -1 dt converge et
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oo o 2
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5. En utilisant les primitives classiques, pour = > 0
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6. En utilisant les primitives classiques, pour z > 1

T =3t -3z —3x1
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Comme lim e~

~5t 4t converge et
T—r+00
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+oo
Comme lim e™3% =0, alors / e 3t dt converge et
0
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7. En utilisant les primitives classiques, pour x > 2,
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Comme lim e™®* =0, alors / 3e7 dt converge et
2

T—>+00
400 3
/ e_5t dt = FORTE
2 e

8. En utilisant les primitives classiques, pour x > 3,

X
/ 2¢ t dt = [—2 e*t}g =_2¢ % 42e73
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+00
Comme lim e™* =0, alors / 2e~ !t dt converge et
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Solution de I’exercice 2.

1. D’aprés les primitives classiques, pour z < 2,
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Comme lim e3* =0, alors / e dt converge et
—00

T—>—00
2 6
(§]
/ et dt = —.
oo 3

2. D’aprés les primitives classiques, pour x < —5,
P 15 5
— 9 __ — x
/:1: 2e dt—2[e]x —2(e —e).

-5
Comme lim e® =0, alors / 2¢e! dt converge et

T——00 o

-5
/ 2¢t dt =2e7°.
— 00

3. D’aprés les primitives classiques, pour x < —1,

-1

Comme lim % =0, alors / -5 dt converge et
t

T——00 oo

—1
1
o
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4. On remarque que

1
(1-1)?

est de la forme —u/(t)u(t)~2, ott u(t) = 1 — t. Ainsi, pour = < 0,
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0
Comme lim % =0, alors / 5 dt converge et

r——o00 + T oo (1 — t)
0
1
——=dt=1.
/—oo (1 _t)2

Solution de ’exercice 3.
1. Comme h(z) = In(u(x)) ot u(z) =1+ €® et u/(z) = €7, alors

eCE

) —
h(x) = Tt

2. D’aprés la question précédente, h est une primitive de f. Ainsi, pour
x <0,

=1In(1 +¢%) —In(1 +¢%) = In(2) — In(1 + €%).

Comme li}r_n e’ =0, alors Er_n In(1+e*) =In(1+0) = 0.

0 0
Ainsi, lim / f(t) dt = In(2). Finalement, / f(t) dt converge et
T—r—00 T —00

0
/_ F(1) dt = n(2).

I1 - Fonctions discontinues

Solution de ’exercice 4.

1.a) Soit z < 5. Comme f est nulle sur | — oo, z], alors

F(x):/_;f(t)dt:/_;Odt:O.
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b) Soit = €]5,10[. Comme f est nulle sur | — oo, 5], alors

F(x):/;f(t)dt:/_;f(t) dt+/:f(t) dt

5 1
:/ 0dt+/ —dt
o = 5

¢) Soit > 10. Comme f est nulle sur | — oo, 5[ et sur |10, z], alors

Fw)= [ swa=[" s
10 1

5 T
:/ Odt—i-/ dt—l—/ 0d¢
—o 5 O 10

£110
0+ |£] +o-
515

=1.
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)

ot Ot

10 T
ydt+ [ f(b) dt+/ F(t)dt
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d) D’aprés la question précédente, pour tout x > 10, F'(z) = 1. Ainsi,

lim F(z)=1.
T—+00
“+o00

L’intégrale / f(t) dt est convergente et

/+Oo
—0o0

2.a) Soit x < 5. Comme f est nulle sur | — oo, z], alors

— 00

Ft)dt = 1.
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b) Soit = €]5,10[. Comme f est nulle sur | — oo, 5], alors

G(:c):/x tf(t)dt:/5 tf(t)dt+/mtf(t)dt

—00 —00 5

21" 2?2 52
g 0 —_— P —
+ [10] s 10 10

¢) Soit > 10. Comme f est nulle sur | — oo, 5[ et sur |10, z[, alors

—00 —00

5 101 x
:/ 0dt+/ dt+/ 0dt
—oo 5 O 10

2710 102 52
15 0T T

x 5 10 T
G(x)—/ tf(t)dt—/ LE(E) dt+/5 tf(t)dt+/10 LA(E) dt

=10— - =—.
2 2

d) D’aprés la question précédente, pour tout x > 10, G(x) =
Ainsi, lim G(z) = 1.

r—r—+00 2

L’intégrale /

—00

+oo
tf(t) dt est convergente et

/+Ootf(t) dt = 123

Solution de I’exercice 5.

1.a) Soit z < 2. Comme f est nulle sur | — oo, z], alors

F(x):/_;f(t)dt:/_;Odt:O.
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b) Soit = €]2,4]. Comme f est nulle sur | — 0o, 2[, alors
T 2 T
F(x) :/_ (1) dt :/_ (1) dt+/2 £(t) dt

2 1
:/ 0dt+/ —dt
o 5 2

¢) Soit z > 4. Comme f est nulle sur | — 00, 2[ et sur |4, z], alors

T 2 4 T
F(a:):/oof(t) dt:/oof(t) dt+/2 £t dt+/4 F(t) dt
2 41

:/ Odt+/ dt—l—/ 0dt
—00 2 5 4

d) D’aprés la question précédente, pour tout x > 4, F'(x) = 1. Ainsi,
lim F(z)=1.

T—+00

L’intégrale /

—00

+o0
f(t) dt est convergente et

/+°° Ft)dt = 1.

—00

2.a) Soit x < 2. Comme f est nulle sur | — oo, z], alors
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b) Soit z €]2,4]. Comme f est nulle sur | — oo, 2[, alors

G(a:):/w tf(t)dtz/Q tf(t)dt+/$tf(t)dt

—00 —00 2

2 .’Et
:/ 0dt+/ —dt
PSS 9 2

o4 21" 2?22
41, 4 4
22 —4

¢) Soit x > 4. Comme f est nulle sur | — oo, 2[ et sur |4, z], alors

G(:L‘):/m tf(t)dt:/2 tf(t)dt+/4tf(t)dt+/xtf(t)dt

oo oo 2 4
2 41 x
:/ Odt—l—/ dt+/ 0dt
—0o0 2 2 4
274 42 22
=4-1=3.

d) D’apres la question précédente, pour tout x > 4, G(z) = 3. Ainsi,
lim G(z) =3.

T—+00

L’intégrale /

—0o0

+oo
tf(t) dt est convergente et

+oo
/ LE() dt = 3.

—0o0

Solution de I’exercice 6.

1.a) Soit z < 0. Comme f est nulle sur | — oo, z], alors

F(x):/_;f(t)dt:/_;Odt:O.
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b) Soit z > 0. Comme f est nulle sur | — oo, z[, alors
T 0 T
P = [ soa= [ e [ s
—o0 —00 0
0

:/ 0dt+/ 2¢72 dt
—00 0

—04+ [_e—Qt]I — _e 2 _

o (_ e—2><0)
2x )

=1—e"

¢) D’aprés la question précédente, pour tout > 0, F(z) = 1 —e ™22,

+00

Comme lim e~2% =0, I'intégrale / f(t) dt est convergente et

T—+400 oo

/+°o Ft)di=1.

— 00

2.a) Soit x < 0. Comme f est nulle sur | — oo, z], alors

b) Soit z > 0. Comme f est nulle sur | — oo, 0[, alors

G(m):/x tf(t)dt:/o tf(t)dt%—/xtf(t)dt

—0o0 —00 0

0 T
:/ 0dt+/ t(2e72h) dt
—00 0

= / t(2e72h) dt.
0

Posons u(t) = t et v/(t) = 272! soit u/(t) = 1 et v(t) = —e 2! Les
fonctions u et v sont dérivables et de dérivées continues sur [0, z] donc
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d’aprés la formule d’intégration par parties,
xT
91X _9
G(z) = [~te t]o /0 1(—e 2 dt

o2t
= —ze %0+ [—]
2 Jo
—2x

—2z e2 4 e 2x09

1 1
:2—<$+2>e2x

¢) D’aprés la question précédente, pour tout x > 0, G(z) = % —
—2z
T e72z _e 5
D’aprés les croissances comparées, lir}rq re 2 =0 et d’aprés les pro-
T—r+00
priétés de la fonction exponentielle, lim e~ 2% = 0.
T—r—+00

Ainsi,

i =1
+oo
tf(t) dt est convergente et

/+Ootf(t) dt = =

o0 2

L’intégrale /

—0o0

Solution de I’exercice 7.

1.a) Soit z < 0. Comme f est nulle sur | — oo, z], alors

:/_wm) /Ooocu

b) Soit z > 0. Comme f est nulle sur | — oo, z[, alors

/f £ dt = / £t dt+/f
—/OOOdt+/O et dt

—0 e et ()

=1—e7".
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¢) D’aprés la question précédente, pour tout = > 0, F(z) =1 —e™ 7.

+oo
Comme lim e % =0, 'intégrale / f(t) dt est convergente et
r—-+00 — 0
—+00
F(t) dt =

2.a) Soit x < 0. Comme f est nulle sur | — oo, z], alors

b) Soit z > 0. Comme f est nulle sur | — oo, 0[, alors

G(:n):/_;tf(t)dt:/_iotf(t)dt+/0xtf(t)dt
:/(;()dwr/oztef dt
:/Oxte—t dt.

Posons u(t) = t et v'(t) = e™! soit v/(t) = 1 et v(t) = —e'. Les
fonctions u et v sont dérivables et de dérivées continues sur [0, z] donc
d’aprés la formule d’intégration par parties,

G(z) = [~te ] - /0 L(—e ) dt
=—ze " =0+ [ e*t]g
——zeT_eT4e 0
=1—(z+1)e”

¢) D’aprés la question précédente, pour tout z > 0, G(z) = 1 —
—x —XT

re .

D’apres les croissances comparées,

—€
lim xze™™®
T—>—+00

lim e * =0.
T——400

= 0 et d’aprés les pro-
priétés de la fonction exponentielle,

Ainsi, lim G(z) =
T—+00
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tf(t) dt est convergente et

“+oo
/ tf(t) dt = 1.

—0o0

L’intégrale /

—00

Solution de I’exercice 8.

1. La fonction g(t) =
soit u/(t) = 2t.

—H% est de la forme —u(t)™! ot u(t) = 1 + t2,

Ainsi,
)= () x @)+ =
(1+12)2
2. Soit > 0. En utilisant la définition de la fonction f,

/f t) dt = / f(t dt+/f
—/_OOOdtJr/O(l_HQ)dt

1 x
ﬂ”[‘wh
1 1
:‘w‘(‘w)
B 1
=l

3. D’aprés la question précédente, pour tout z > 0,

z 2t 1
/ NP R
oo (1412)2 1+ 22
oo ot

D’apreés les limites classiques, lim 1= = 0. Ainsi, / ———dt
T—+00 +

o (1412)2
oo o
—_dt=1.
/_oo (1 +12)2

converge et
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Solution de I’exercice 9.
1. Soit A > 1. D’aprés la définition de f,

f(x

—oo X

/1 ) g, +/ f)
—/OOOda:—i-/lAlnx)d:c

41
:0+/ —In(x) dz.
1

X

On reconnait une forme u/'(z)u(z) ot u(z) = In(z). Ainsi,

 [n(@)2]* m(4)?  In(1)?
I(A)_[ 2 ]1_ 2 2

In(A)?

==

2. Comme lim In(A)?

A—+o00

3. Soit A >

+o0
= 400, alors / f( ) dx diverge.
x

—00

1. D’aprés la définition de f,

sy = [0

—0o0

[ 10
:/ 0dx+/Aln
/Alnm

u(e) =) {v'm =%

On pose q§ , 1 e Les fonctions u et v sont
u'(z) =3 z

x
dérivables et de dérivées continues sur [1, A]. Ainsi, d’apreés la formule
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d’intégration par parties,

A x|y
In(4) 1
— ——+1
A AT
YR : 4 : In(4) _
4. D’aprés les croissances comparées, lim - — = 0

A—+o0

too
lim % = 0. Ainsi, / n(z) dx converge et
1

A Yoo 2
—+o0
/ —f(f) dx =1.
oo X
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