T.D. X - Variables
aléatoires a densité

I - Densités

Solution de ’exercice 1.
x D’aprés les théorémes usuels, la fonction f est continue sur R
sauf éventuellement en 0 et en 2a.
Comme lim f(t) = lim 0 =0, alors f admet une limite finie &
¢

—0~ t—0—
gauche en 0.

Comme lim f(t) = lim
t—0+t t—0+t

t _ 0

3.2 = 542 = 0, alors f admet une limite

finie & droite en 0.
En particulier, f est continue en 0.

Comme lim f(¢f) = lim 0 =0, alors f admet une limite finie

t—2at t—2at

& droite en 2a.

Comme lim f(¢t) = lim 2% = 22% = a, alors f admet une
t—2a~ t—2q— <% @

limite finie & gauche en 2a.
En particulier, f n’est pas continue en 2a.

* Comme x > 0 lorsque x € [0,2a] alors f est positive sur [0, 2a).
De plus, elle est positive en dehors de [0, 2a], donc f est positive
sur R.

« Comme f est nulle en dehors de [0, 2a],

+o00 2a 2a t
/ feydt= | f@) dt:/o 503 dt

—00 0
_ LR (20 0%\
2% (2], 222\ 2 2)

Finalement, f est bien une densité de probabilité. ]

Solution de I’exercice 2.
x D’aprés les théorémes usuels, la fonction f est continue sur R
sauf éventuellement en 1.
In(z)

Comme lim f(z) = lim =
r—1+ f( ) r—1+ a?
limite finie & droite en 1.

In(1)
12

= 0, alors f admet une
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Comme lim f(z) = lim 0 =0, alors f admet une limite finie
z—1~ z—1—

a gauche en 0.
En particulier, f est continue en 0.

* Comme la fonction In est positive sur [1, +o00[, alors f est positive
sur [1, +o00[. Comme f est nulle sur | — oo, 1], alors f > 0 sur R.

* Soit z > 1.
/ 1 dt = / (1) +/+Oof(t)dt
_/ 0dt + /

1 In(z)

1
oz

Ainsi, lim / f(t)dt =1 soit

T—r+00
+oo
/ F)di=1.

Finalement, f est bien une densité de probabilité. ]

Solution de ’exercice 3.
x D’aprés les théorémes généraux, f, est continue sauf éventuelle-
ment en 0 et 1.
Comme th%l fn(t) = lim 0 =0, alors f,, admet une limite finie
50—

t—0~
a gauche en 0.

Comme lim f,(t) = n0""! = 0, alors f,, admet une limite finie
t—0~+

a droite en 0.

En particulier, f,, est continue en 0.

Comme lim f,(t) = lim 0 = 0, alors f, admet une limite finie
t—1t t—1t

& droite en 1.

Comme lim f,(t) = lim nt"~! = n1"~! = n, alors f,, admet
t—1— t—1+

une limite finie & gauche en 1.
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En particulier, f,, est continue en 0.

% Comme nt"1 > 0 sur [0,1] et f, est nulle en dehors de [0, 1],
alors f,, est positive sur R.

* Comme f, est nulle en dehors de [0, 1], alors

+o0 1 n 1
fu(t) = / nt"tdt =n []
00 0 n

0
1
:n<—0> =1.
n

Finalement, f, est bien une densité de probabilité. O

Solution de I’exercice 4.
* D’apres les théorémes généraux, la fonction f est continue sauf
éventuellement en 0, a et 2a.
Comme lim f(¢) = lim 0 =0, alors f admet une limite finie &
t—0—

t—0—
gauche en 0.

Comme lim+ flt) = lim+ a% = 0, alors f admet une limite finie
t—0 t—0
a droite en 0.

En particulier, f est continue en 0.

Comme lim f(t) = lim 5 = 1 alors f admet une limite finie

t—a~ t—a~

a gauche en a.

Comme lim f(t) = lim 2%t = 2052 — 1 3lors f admet une
t + t + a2 (l2 a’
—a —a

limite finie & droite en a.
En particulier, f est continue en a.

Comme lim f(t) = lim 223t = 0, alors f admet une limite
t—2a~ t—2a~ ¢

finie & gauche en 2a.

Comme lim f(¢) = lim 0 =0, alors f admet une limite finie
t—2at t—2at

a droite en 2a.
En particulier, f est continue en 2a.

* Comme t > 0 sur [0,a] et 2a —t > 0 sur [a,2a@, alors f est
positive sur R.

Lycée Ozenne

94

* Comme f est continue en dehors de [0, 2a], alors

+oo a ¢ 20 9q — ¢
t)dt = — dt ——dt

rma= [ Has [
27 a 21 2a

_ 1 +g[t]2a_i v

a2 2], a a? | 2

a
1 1
=-+42-(2-2)=1
r2m ()

Finalement, f est bien une densité de probabilité. O

Solution de I’exercice 5.
x D’aprés les théorémes généraux, la fonction f est continue sauf
éventuellement en 0 et 1.

Comme lim f(t) = lim 0 =0, alors f admet une limite finie a
—0~

t—0— t
gauche en 0.
Comme tl_1)m+ ft) = tl_i)r&% = % = 0, alors f admet une

limite finie & droite en 0.

En particulier, f est continue en 0.

Comme lim f(t) = lim £t = &
t—1— f( ) t—1— 1+ 2

a gauche en 1.

Comme lim f(t) = lim 0 =0, alors f admet une limite finie a

alors f admet une limite finie

t—17t t—1t
droite en 1.
En particulier, f est continue en 0 si k = 0 et n’est pas continue
en 1 sinon.
* Comme 1%% > 0 lorsque t € [0, 1], alors % > 0 si et seulement

si k > 0. De plus, f est nulle, donc positive, en dehors de [0, 1].
Ainsi, f > 0 sur R si et seulement si k& > 0.
* Comme f est nulle en dehors du segment [0, 1],

Too Lt Lkt Loy
/ dt:/ dt:k:/ —— dt = k(1 —1n(2)).
o 14t 0o 1+t o 1+t

ookt
Ainsi, — dt =1 si et seulement si k = ——.
oo 1+t 1-1In(2)
Comme 1 —1n(2) > 0, la fonction f est une densité de probabilité si et
seulement si k = %n@) O
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II - Fonctions de répartition, Espérances, Va-
riances

Solution de I’exercice 6.

1.
* D’apres les théorémes généraux, f est continue sauf éventuelle-
ment en 0.
Comme lim f(z) = lim 0 =0, la fonction f admet une limite
z—0~ z—0~

finie & gauche en 0.

C li L
omme lim, f(x)

= lim+ @ = 1, la fonction f admet une
z—0

limite finie a droite en 0.
En particulier, la fonction f n’est pas continue en 0.

* Comme ﬁ > 0 pour tout z > 0 et f(x) est nulle pour x < 0,
alors la fonction f est & valeurs positives.
* Soit A > 0.
A A A 1 1 14
t)dt = Odt—l—/ dx:[— ]
_ 1
A+
A 400
Ainsi, lim f(t)dt =1 donc f(t) dt converge et
A—+oo J_ — 00
“+oo
/ f(t)dt =1.
—0o0

x
2. D’apreés la définition, Fr(z) = / f(t)dt.
* Six <0, alors -

FT(x):/_;f(t)dt:/_iOOdt:O.

* Sixz >0, alors

0 x
Pﬂﬂzf»ﬂﬂ&+éf®®
z 1

1
=0+ — _dt=1-—
/0 (1+41)2

142
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Finalement,

Solution de I’exercice 7.

1. Soit x € R.
* Sixz <0, alors

Fx(z) =
x Sixz >0, alors

T 0 x
FM@Z/ fwae= [ fwydes [ ey

—00 —00 0

— * 7t/2_ —t dt

/0 (e e )

—/ e /2 dt—/ et dt
0 0

= [—2 e—t/2}0 — [— e*t]g

=2-2e2 - (1-e7®)

=14+e % —2e %2,

Finalement,

0 six <0,

Fx(z) = _ —x/2 .
1+e -2 % six > 0.

2. SiY < &(a), alors sa densité est donnée par

0 sit <O,

t) =
Fr(t) {ae_at sit>0.

En particulier, E[Y] = 1.
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Les fonctions u et v sont dérivables et de dérivées continues sur

T.D. X - Variables aléatoires & densité ECT 2
D’apreés la définition de ’espérance, * Six > 1, alors
ElY 1 T 1 T
Y= G(@:/ f(t)dt:/ f(t)dt+/ () dt
+00 1 _‘;.1 (t) o 1
tfy(t) dt = = _ n
+0o0 !
te % dt = 1
0 ate . Posons u(t) = In(t) et v/(t) = % soit v/(t) = } et v(t) = —1.
1
g.

400
/ te ¥ dqt =
0

3. Si lintégrale converge, alors E[X] =

Alors,

I
] +

8
=
&

/A tf(t)dt:/OAtf(t)dt

- /OAt (e_t/2 —e_t> at

. Soit A > 0.

A A
:/ te t/2 dt—/ tet dt.
0 0

D’apreés la question précédente,

“+o0o
* / te t/? qt converge et vaut 11 z =4,
0 (3)
+oo
* / te”t dt converge et vaut 1.
0
Ainsi,
A
li tft)ydt=4—-1=3.
Ao f(#)

Donc, X admet une espérance et E [X] = 3.

Solution de I’exercice 8. *

1. Soit z € R.
* Six <1, alors

G(x):/;f(t)dt:/;()dt:o.
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[1,2]. Ainsi, d’aprés la formule d’intégration par parties,
1\T* 1 1
= (Y]~ [ () a

1 1t
-y,

=X

T t]y
1
_ n(z) 1 Ll
x
Finalement,
0 six <1,
G(x) =
(@) {1 i) 1 g1

+o00
2. Sous réserve de convergence, E [X] = / tf(t) dt.
Soit > 1. Alors,

/;tf(t)dtz/;tf(t)dt+/lztf(t)dt

x +00

Ainsi, lim / tf(t) dt = +oo donc l'intégrale / tf(t) dt diverge
r—+00 — 0o — 0

et X n’admet pas d’espérance. ]
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Solution de I’exercice 9.

1. Comme f est nulle en dehors d’un segment,

00 2a
E[X]:/+ tf(t)dt:/o tf(t) dt

—0o0

2a 42
t

= [ —at
/0 2a?

1 |:t3:|2a
2a2 |3 ],

1 8a3g
3

ﬁx 3 a.

2. Comme f est nulle en dehors d’un segment,

E [X?] :/+Oot2f(t) dt:/ogaﬂf(t) dt

-0
2a 43
t
= —dt
/0 2a?
1 |:t4:| 2a
2a2 | 4],
1 16a*

_ P
_@x—4 = 2a”.

D’aprés la définition de la variance,
4\ 2
V(X)=E[X?] -E[X]’ =2d® - <3a)

2
= —a%
9

Solution de ’exercice 10.
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1. Comme f est nulle en dehors d’un segment,

E[X] = /m LE(E) dt

—00

:/Oatf(t)dwr/amtf(t)dt

at2 2a2 —t
:/ 2dt+/ =
o a a a

a2 2a 12
= — t“dt + — tdt — —=t“dt
a? Jo +a2 “ a?
1[81* 27¢27* 1 [8]™
—wEL+aBL‘wLJG
_a 2 2 3 3
=3 a((2a) —a) 3—((2(1) —a)
8 1
—al-t+d4-1-242
“(3+ 3+3>

2. Comme f est nulle en dehors d’un segment,

E[X?] = /m 2 f(t) dt

—00

atS 2a 2 — t
:/ 2dt+/ P
0o a a a

1 #4712 [87% 1 [#]*™
:ﬂhh+aBL‘M[Ja

2

1

:%+—a(8a3—a3)—ﬂ(16a4—a4)

, (1 14 15
= Qa —_ —_———

473 4
2

Finalement,
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Solution de ’exercice 11.

1. a)
x D’aprés les théorémes généraux, la fonction f est continue sauf
éventuellement en 2.
Comme lim f(t) = dim;_,,- 0 = 0, alors f admet une limite a
t—2—

gauche en 2.

Comme lim f(t) = lim ae?™! = q, alors f admet une limite &
t—2+ t—2+
droite en 2.

Finalement, f est bien continue sur R sauf en 2 ou elle admet
des limites finies & gauche et & droite.

+* Comme la fonction exponentielle est positive, la fonction f est
positive si et seulement si a > 0.

* Comme f est nulle sur | — 0o, 2[, pour tout = > 2,

/ (@) dt:/ ae* dt:aeQ/ et dt
—00 2 2

=ae’ [—e_t]g =ae’ (—e_x—l—e_Q) .

+o0o
f(t) dt converge et

Comme lim e %

=0, alors
r—r-+00

+oo
/ f(t)ydt =ae?* xe 2 =a.

—00
Ainsi, f est une densité de probabilité si et seulement si a = 1.
b) TODO

2.a) Soit x € R.
* Six < 2, alors

—/;f(t)dt—/xooOdt—O.
/ ra= [ swarr [“sma

( Tteo ), d’aprés 1.a)
2—x )

* Sixz > 2, alors

=1-—e¢e
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Finalement,
six <2

sinon

0
F =
o0-{0 .
b) TODO

3.a) D’apreés la définition de F',

P(X<3)=F@B)=1-¢e¢"3=1-¢""'.
b) D’aprés la définition de F',
P(l1<X<2)=F2) —-F(1)=0-0=0.
¢) D’aprés la définition de F,
P(0<X<3)=F@3)—F0)=1-¢"
d) D’aprés la définition de F,
P(X>4)=1-F4)=1-(1-¢e"") =e2.

4.a) Comme Y — &(1), alors

“+o00
E[Y] :/ te tdt=1.
0
b) Soit z € R.
Fy(x) = P([Z <a]) = P(IY +2 < a])
=P([Y <z-2]).
* Six—2<0, soit z <2, alors
Fz(:]}) =0.
* Six—220,soit x > 2, alors
Fr(z)=1—c (2 =1 ¢,

L_og=1-¢"
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Finalement,

0 sixz <2
FZ(HC)Z{ )

1—e2 %  ginon

¢) Comme X et Z ont méme fonction de répartition, alors elles ont
méme loi. Ainsi,

E[X]=E[Z]=E[Y +2|=E[Y]+2=23.

Solution de I’exercice 12.
1.a)

* D’aprés les théorémes généraux, la fonction f est continue sauf
éventuellement en 3.

Comme lim f(t) = dim;_,3- 0 = 0, alors f admet une limite a
t—3—
gauche en 3.

Comme lim f(t) = lim ae
t—3+ t—3+

droite en 3.
Finalement, f est bien continue sur R sauf en 3 ou elle admet
des limites finies & gauche et a droite.

* Comme la fonction exponentielle est positive, la fonction f est
positive si et seulement si a > 0.

* Comme f est nulle sur | — oo, 3], pour tout = > 3,

/ f(t)dt:/ a3t dt:ae3/ et dt
—00 3 3

=ae’ [—e_t]g =ae’ (—e_w—ke_?’) )

3=t — @, alors f admet une limite a

+oo
Comme lim e * =0, alors / f(t) dt converge et

r——+00 oo

+o00o
f)dt =ae®xe™® =a.

Ainsi, f est une densité de probabilité si et seulement si a = 1.
b) TODO
2.a) Soit x € R.
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x Sixz < 3, alors
:/ f(t)dt:/ 0dt =0.
x Six > 3, alors
3 x
/ s = [ fyaes [ par
00 3
Tte” ), d’aprés 1.a)
=1- e3 v
Finalement,
0 six <3
F = .
() {1 —e3%  gsinon
b) TODO

3.a) D’apreés la définition de F',
P(X <3)=F(3)=0.
b) D’aprés la définition de F,
P(l<X<2)=FQ2) —-F(1)=0-0=0.

¢) D’aprés la définition de F,

P(0< X <5)=F(5)—F(0)=1-¢"

d) D’aprés la définition de F,
P(X>4)=1-F@4)=1-(1-¢""

4.a) Comme Y — &(1), alors

P 0=1-e"

A. Camanes



T.D. X - Variables aléatoires a densité

ECT 2

* iz —3 <0, soit x < 3, alors
Fz(z)=0.
* Six—3 20, soit x > 3, alors
Fp(z)=1—e 3 =1 32,
Finalement,
0 six <3
Fz(@) = {1 —e* % ginon

¢) Comme X et Z ont méme fonction de répartition, alors elles ont
méme loi. Ainsi,

E[X]=E[Z]=E[Y +3]=E[Y]+3=4.

IIT - Transformation de variables aléatoires

Solution de ’exercice 13. Rappelons que

0 siz<O
Fy(z)=qx sizel01].
1 siz>1

1. Soit x € R. D’aprés la définition,

Fx(a) =P (X <a) = P (38U <a)) = P ([U < 5])

-5 5)

Si § <0, c’est-a-dire < 0, alors Fix(x) = 0.
* 510 < § <1, clest-a-dire 0 < x < 3, alors Fx(z) =
* Si § > 1, c’est-a-dire x > 3, alors Fx(z) = 1.

w8
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Finalement,

stz <0
sixz €[0,3].
six >3

Fx(x) =

= owg O

Une densité fx de X est donnée par la dérivée de F'x en les points ot
F'x est dérivable, soit

fe(@) = {§ sizel0,3

0 sinon

On reconnait ainsi que X — % ([0, 3]).
2. Soit x € R. D’aprés la définition,

Fy(e) =P (Y <al) = P([U+1<a]) = P (U <z 1)
=Fy(z—1).
x Sixz—1<0, cest-a-dire z < 1, alors Fy(z) = 0.
* S10<x—1<1, clest-a-dire 1 < = < 2, alors Fy(z) =z — 1.
x Six—12>1, cest-a-dire x > 2, alors Fy(x) = 1.
Finalement,
0 siz<1
Fy(z)=qz—1 sizell,2].
1 six > 2

Une densité fy de Y est donnée par la dérivée de Fy en les points ol
Fy est dérivable, soit

stz e ll,2]

fr(@) = {1

0 sinon

On reconnait ainsi que Y — % ([1,2]).
3. Soit € R. D’aprés la définition,

Fu(e)=P(Z<a]) =P <[;X b1g x]) — P (X <2(x—1)))
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% S12(z — 1) <0, cest-a-dire < 1, alors Fz(z) = 0.
* 810 < 2(z—1) < 3, Clest-a-dire 1 < z < 5, alors Fz(z) = @
* Si2(z—1) > 3, clest-a-dire x > 2, alors Fy(z) = 1.

Finalement,

six <1

siz € [1, %] .

5

six 23

Fp(x) = { 3(a—1)

= owhhn O

Une densité fz de Z est donnée par la dérivée de Fz en les points ol
F'7 est dérivable, soit

On reconnait ainsi que Z — % ([1, %])

4. Soit x € R. D’aprés la définition,

Fw(z)=P(W<a]) =P (X2<a]) =P ([U2 < g})

* Si & < 0, alors [W? < /9] est Pévénement impossible et
Fy(z) =0.
* Si g > 0, comme la fonction racine carrée est croissante et bijec-

tive,
Fw@) =P |v < X2 = By (2
3 3
* Si0< ? < 1 clest-a-dire 0 < x < 9, alors Fyy(z) = g
* Si Tm > 1, c’est-a-dire x > 9, alors Fyy(z) = 1.
Finalement,

0 sizx <0
Fy(z) =¥ sizel0,9].
1 six>9

Une densité fiy de W est donnée par la dérivée de Fyy en les points ou
Fyy est dérivable, soit

for () = {6\1/5 six € [0,9]'

0 sinon
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5. Soit € R. D’aprés la définition,

Ful) =P ([ff < «)) =P (In(a) <o) =P (v < 5 )

n(S)

* e’ est une quantité toujours strictement positive.
* 510 < % < 1, clest-a-dire x < In(3), alors Fy(z) = %

x

* 51 & > 1, cest-a-dire z > In(3), alors Fy(x) = 1.

Finalement,
Fa(x) =43 s% x < In(3) ‘
1 siz>In(3)
Une densité fi de H est donnée par la dérivée de Fiy en les points ot
F'y; est dérivable, soit

fr(z) = {e; st <In3) .

0 sinon

6. Soit x € R. D’aprés la définition,

WV

Fplz) =P ([E<2]) =P (~-1n(3U) < 2]) = P ([U

e*.’E
=1—-Ffy|—|.
* e~ 7 est une quantité toujours strictement positive.

* 510 < % < 1, cest-a-dire z > —1In(3), alors Fg(z) =1— %
% Si % > 1, c’est-a-dire z < —1In(3), alors Fg(x) = 0.

Finalement,
Fg(z) = {1 —% sle>-h@)

0 sinon

T

Une densité fg de E est donnée par la dérivée de Fg en les points ou
F'i est dérivable, soit

fe(z) = {631 siz>—In(3),

0 sinon
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Solution de ’exercice 14. Rappelons que

0 siz<O0
Fy(z)=<qx sizel0,1].
1 six>1

1. Soit x € R. D’aprés la définition,

Fx(@)=P (X <)) =P (a0 <a) =P ([U< %))

-5 (3)

* Si § <0, c’est-a-dire x < 0, alors Fx(z) = 0.

* 510 < § <1, cest-a-dire 0 < o < 4, alors Fx(z) =

* Si § > 1, c’est-a-dire x > 4, alors Fx(z) = 1.
Finalement,

]

sixzx <0
stz e0,4] .
siz >4

Fx(.%') =

=g O

Une densité fx de X est donnée par la dérivée de F'x en les points ol

F'x est dérivable, soit
Fel) = {}1 si z € ]0,4]

0 sinon

On reconnait ainsi que X — % ([0, 4]).
2. Soit x € R. D’aprés la définition,

Fr(e) =P (Y <a]) =P (U +2 <)) = P([U <z —2)
= Fy(z - 2).
* Six—2<0, cest-a-dire x < 2, alors Fy(x) = 0.
* S10 < x—2<1, cest-a-dire 2 < z < 3, alors Fy (z) =z — 2.
% Siz—2 > 1, cest-a-dire z > 3, alors Fy (z) = 1.
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Finalement,
0 siz <1
Fy(x)=qz—2 sizel2,3].
1 sixz >3

Une densité fy de Y est donnée par la dérivée de Fy en les points ol

Fy est dérivable, soit
1 size|2,3
) = { el
0 sinon
On reconnait ainsi que Y — %([2, 3]).
3. Soit € R. D’aprés la définition,
1
Fz(z)=P(Z<z])=P <[2X +1< x]) =P ([X <2(z-1)])
= Fx(2(x — 1)).
« Si2z—1) <

0, c’est-a-dire = < 1, alors Fiz(z) = 0.

* S10<2(x—1) <4, cest-a-dire 1 < x < 3, alors Fz(z) = %.
% Si2(x—1) >4, cest-a-dire x > 3, alors Fz(x) = 1.
Finalement,
0 sizx<1
Fr(z)=¢3(x—1) size][l,3].
1 six >3

Une densité fz de Z est donnée par la dérivée de Fz en les points ou

F'7 est dérivable, soit
folz) = {% six € [l,3]

0 sinon

On reconnait ainsi que Z — % ([1, 3]).
4. Soit x € R. D’aprés la définition,

Fw(x) =P (W <a]) = P ([X> < a]) =

2 o 7T ]
Plr<l)
* Si & < 0, alors [W? < x/16] est 'événement impossible et
Fy(z) =0.
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* Si g = 0, comme la fonction racine carrée est croissante et bi-

jective,
oo <)) -5 ().

* S10 < % < 1 clest-a-dire 0 < x < 16, alors Fyy (z) = %.
* Si Y > 1, cest-a-dire x > 16, alors Fyy(x) = 1.
Finalement,

0 siz <0
Fy(z) =¥ sizel0,16].
1 siz>16

Une densité fyy de W est donnée par la dérivée de Fyy en les points ol
Fyy est dérivable, soit

0 sinon

for @) = {8\1/5 si z € [0,16]

5. Soit x € R. D’aprés la définition,

Ful) = P ([ff < «)) = P () <o) =P (v < )

n(S)

* e est une quantité toujours strictement positive.
* S10< g <1, cest-a-dire » < In(4), alors Fy(z) = &
* Si & > 1, clest-a-dire z > In(4), alors Fy(z) = 1.

Finalement,
Fi(z) = T s? x < 2In(2) .
1 siz>2In(2)

Une densité frg de H est donnée par la dérivée de Fiy en les points ol
F'r est dérivable, soit

€ siz<2In(2)

0 sinon
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6. Soit x € R. D’aprés la définition,

5
Gl
Il
av)
S
/AN
8,
|
w
o
=3
i
S
/AN
8,
Il
1
N
-
WV

* e~ % est une quantité toujours strictement positive.

* 510 < % < 1, cest-a-dire > —In(4), alors Fg(x) =1 — &

x S1 &~ > 1, c’est-a-dire z < —In(4), alors Fg(z) = 0.

Finalement,
Fp(z) = {1 — 5 ste>-hl)

0 sinon

x

4

Une densité fr de E est donnée par la dérivée de Fg en les points ot

F'p est dérivable, soit

fula) = {e:” six > —21In(2) .

0 sinon

Solution de ’exercice 15.

1. Soit z € R.
* 31z <0, alors
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* S10< z <1, alors

Fula) =P (X, <) = [ " d

= /_io Fult) dt+/0$ Fult) dt

T tn T
_0+/ nt”_ldt—n{]
0 n o

=z".

* Sixz > 1, alors
Fae) =P (Yo <al) = [ fu e

:/_(;fn(t) dt—}—/ol Ful®) dt+/1xfn(t) dt
1

1 tn
_0+/ nt"_ldt—l—O—n[}
0 o

=1.
Finalement,
0 stz <0
Folx)=<¢a2" sizel0,1].
1 siz>1

2. Comme f, est nulle en dehors d’un segment, X,, admet une espérance
et

0o 1
E[Xn]:/+ tfa(t) dt:/o tx nt" 1t dt

—00

1 tn-‘rl 1
:n/ t"dt:n[ ]
0 n—l—l 0

n
n+1

Lycée Ozenne

104

3. Soit x € R. En utilisant les définitions,

Gn(z) =P([Y, <z]) =P ([-In(X,) <z]) =P ([X,, = e 7])
—1-P([X, <))
=1-F, (e_’”) .

* La quantité e~ est toujours strictement positive.
* Si0<e ™ 1, cest-a-dire x > 0, alors

Gplz)=1—(e®)" =1—e"".
x Sie™® > 1, c’est-a-dire x < 0, alors
Gp(x)=1-1=0.
Finalement,
0 siz <0
Gp(x) = .
n(®) {1 —e ™  sinon

4. D’apres la question précédente, Y, est une variable aléatoire de loi
exponentielle de paramétre n.

5. D’apreés les propriétés des lois exponentielles,

1 1

Solution de ’exercice 16.
1. Soit z € R.

* Siz < a, alors

F(x):/x F(t)dt = 0.
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% Six > a, alors

Finalement,

Fla) 0 sizx<a
x) = .
1 —e2(@=%)  ginon
2. Soit x € R. D’aprés les définitions,
G(z) = P (I <a]) = P (X <o +a])
=F(z+a).

* Siz+a < a, cest-a-dire < 0, alors G(z) = 0.
* Six+a > a, cest-a-dire x > 0, alors

Gx)=1- e2la—(zta)) _ 1 _ o=2¢

Finalement,
0 siz <0
G(x) = .

(@) {1 — e 2*  sinon

3. D’apres la question précédente, Y < &(2). Ainsi,
1 1
ElY]=-et V(Y)=-.
Y=g et V()=

4. En utilisant les définitions,

E[X]:E[Y—l—a]:E[Y]—&-a:%%-a.

V(X):V(Y—ira):V(Y):i.
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IV - Lois usuelles

Solution de I’exercice 17.
1. Comme X suit une loi normale centrée réduite, P ([X < 2]) ~ 0,9772.

2. D’apreés les propriétés des probabilités,

P([X >251])=1-P([X <251]).
Comme X suit une loi normale centrée réduite,

P ([X > 2,51]) ~ 1 —0,9940 ~ 0,006.

3. Comme Y < .#(5,4), alors Y52 — 47(0,1). Ainsi,

P([Y<1]):P([Y5<4]):P<[Y2_5<2D

»(['5* <)

=3(-2)=1-d(2)
~ 0,0228.

12

1-0,9772

4. Comme Y < .#(5,4), alors Y52 — 4(0,1). Ainsi,

P([3<Y<6]):P([—2<Y_5<1]):P<[_1<Y2—5g;])

= 3(0,5) — B(—1) = B(0,5) — (1 — (1))
~ 0,6915 — 1+ 0,8413

~ (,5328.
O
Solution de ’exercice 18.
1. Comme X suit une loi normale centrée réduite,

P ([X <2,5]) ~ 0,9938.
2. D’apres les propriétés des probabilités,

P([X >1,49)) =1 - P ([X < 1,49)).
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Comme X suit une loi normale centrée réduite,

P ([X > 1,49)) ~ 1 — 0,9319 =~ 0,0681.
3. Comme Y — 4(2,9), alors % — A47(0,1). Ainsi,

P([Y<1])—P([Y—2<—1])—P<[Y3_2<_;D

~ ®(—0,33) ~ 1 — ®(0,33) ~ 1 — 0,6293
~ 0,3707.

4. Comme Y < .#(2,9), alors Y52 — _#/(0,1). Ainsi,

P([3<Y<6]):P([1<Y—2<4]):P<[1<Y_5<§]> ~ (1,33

3 2
~ 0,9082 — 0,6293
~ 0,2789.

Solution de I’exercice 19.

1. R(w) est le plus petit des réels Ri(w) et Ra(w). Ainsi, R(w) > x si
et seulement si R;(w) et Ra(w) sont strictement supérieurs a x. Ainsi,

[R>z] =[R; >z]N[R2 > z]
P([R>z]) =P ([R1 > z|N[Re > x]).

2. Soit x € R. En utilisant les propriétés de la fonction de répartition
et la question précédente,

Fz) =P ([R<z])=1-P([R>z])

=1—-P([R1 > z]N[Ry > x]), d’aprés 1.
=1—-P([R1 > z]) x P([Re > z]), par indépendance
=1—-P ([R1 > :13])2, car R; et Ry ont méme loi

— 11— (1-P (R <])’.
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— $(0.33)

Comme Ry — 2%([0,1]), sa fonction de répartition satisfait :

0 siz<O0
P([Ri<z])=<z si0<z<1
1 six>1

Ainsi,
* Six <0, alors
F(z)=1-(1-0)*=0.
x* Si0< 2z <1, alors
Flz)=1-(1-2)?=2z(2-2).

* Siz > 1, alors

Flz)=1-(1-1)*=1.
Finalement,
0 siz <0
Flz)=<z(2—-2) sizel0,1].
1 sinon

3. On cherche la probabilité que le minimum des deux distances soit
inférieur & 50cm, soit

1 1
:1‘22‘2>

3 1
=l=3=7

Solution de I’exercice 20.

1. T(w) est le plus grand des réels T} (w) et To(w). Ainsi, T'(w) < « si
et seulement si T (w) et Th(w) sont inférieurs a x. Ainsi,

T <)

P ([T < 4])

[T1 < z]N [T < 7]
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2. Soit x € R. En utilisant les propriétés de la fonction de répartition
et la question précédente,

Flz)=P(T<z])=P(Th <z]N[Th < z]), dapres 1.
=P ([T1 < z]) x P([T> < z]), par indépendance
=P ([T gx]) , car T} et T, ont méme loi

Comme T — &(1), sa fonction de répartition satisfait :

0 sizx <0
P((T) <z|) =
(T ] {1—e_1’ six 20
Ainsi,
* Six <0, alors
F(x) =0%=0.
* Six >0, alors
F(x)=(1- e’x)2.
Finalement,
0 stz <0
F(z) = a2 . .
(1—e™™)" sinon

3. On cherche la probabilité que le maximum de la durée de vie des
piles soit supérieur a 6 mois, soit

P(T>05])=1—P (<05

-1-(1 —e_1/2>2

=2e¢ 12 el ~ 0,845.
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