T.D. X - Variables
aléatoires a densité

I - Densités

Solution de ’exercice 1.
x D’aprés les théorémes usuels, la fonction f est continue sur R
sauf éventuellement en 0 et en 2a.
Comme lim f(t) = lim 0 =0, alors f admet une limite finie &
¢

—0~ t—0—
gauche en 0.

Comme lim f(t) = lim
t—0+t t—0+t

t _ 0

3.2 = 542 = 0, alors f admet une limite

finie & droite en 0.
En particulier, f est continue en 0.

Comme lim f(¢f) = lim 0 =0, alors f admet une limite finie

t—2at t—2at

& droite en 2a.

Comme lim f(¢t) = lim 2% = 22% = a, alors f admet une
t—2a~ t—2q— <% @

limite finie & gauche en 2a.
En particulier, f n’est pas continue en 2a.

* Comme x > 0 lorsque x € [0,2a] alors f est positive sur [0, 2a).
De plus, elle est positive en dehors de [0, 2a], donc f est positive
sur R.

« Comme f est nulle en dehors de [0, 2a],

+o00 2a 2a t
/ feydt= | f@) dt:/o 503 dt

—00 0
_ LR (20 0%\
2% (2], 222\ 2 2)

Finalement, f est bien une densité de probabilité. ]

Solution de I’exercice 2.
x D’aprés les théorémes usuels, la fonction f est continue sur R
sauf éventuellement en 1.
In(z) In(1)

Comme lim+ f(r) = lim =3 = =% = 0, alors f admet une
z—1 z—1t
limite finie & droite en 1.
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Comme lim f(z) = lim 0 =0, alors f admet une limite finie
z—1~ z—1—

a gauche en 0.
En particulier, f est continue en 0.

* Comme la fonction In est positive sur [1, +o00[, alors f est positive
sur [1,+oo[. Comme f est nulle sur | — oo, 1], alors f > 0 sur cet
intervalle. Finalement, f est bien & valeurs positives sur R.

* Soit x > 1.

/f £) dt = / £() dt+/+oof(t)dt
:/_Ooo@m/1 lnt()dt

In(x
=1- Q — —, d’aprés ’énoncé.
T x
Par croissances comparées, lim hl:(f) = 0. Ainsi,
T—+00
lim / f(t)dt =1 soit

r—r+00

—+o00

/ f(t)dt =1.
—0o0
Finalement, f est bien une densité de probabilité. ]

Solution de ’exercice 3.
x D’aprés les théorémes généraux, f, est continue sauf éventuelle-
ment en 0 et 1.
Comme 1tlir())n fn(t) = lim 0 =0, alors f,, admet une limite finie
ﬁ —

t—0—
a gauche en 0.

Comme h%l fn(t) =n0"1 =0, alors f,, admet une limite finie
t—

a droite en 0.
En particulier, f,, est continue en 0.

Comme lim f,(¢) = lim 0 = 0, alors f,, admet une limite finie
t—1+ t—1+

4 droite en 1.
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Comme lim f,(t) = lim nt""! = n1""! = n, alors f,, admet
t—1— t—1+

une limite finie & gauche en 1.
En particulier, f,, n’est pas continue en 1.

% Comme nt"~1 > 0 sur [0,1] et f,, est nulle en dehors de [0, 1],
alors f,, est positive sur R.

+o0
x Comme f, est nulle en dehors de [0,1], alors / fu(t) dt
converge et -
+oo 1 "
/ fn(t)dt:/ nt"~ ldt_n[ }
—00 0 n 0
1
n
Finalement, f, est bien une densité de probabilité. O

Solution de I’exercice 4.
* D’apres les théorémes généraux, la fonction f est continue sauf
éventuellement en 0, a et 2a.

Comme lim f(t) = lim 0 =0, alors f admet une limite finie &
t—0— t—0~

gauche en 0.
¢

Comme lim f(¢t) = lim %
t—0t f( ) t—0t a?
& droite en 0.

En particulier, f est continue en 0.

= 0, alors f admet une limite finie

Comme lim f(¢) = lim ;—2 = é, alors f admet une limite finie
t—a~ t—a~

a gauche en a.
Comme lim f(t) = lim 2e;t = 2aza
t—at t—at @ a

= 1 alors f admet une
a

limite finie & droite en a.
En particulier, f est continue en a.
Comme lim f(t) = lim 293¢
— — a
t—2a t—2a

= 0, alors f admet une limite

finie & gauche en 2a.
Comme lim f(¢f) = lim 0 =0, alors f admet une limite finie
t—2at t—2at
a droite en 2a.
En particulier, f est continue en 2a.
* Comme ¢t > 0 sur [0,a] et 2a — ¢ >
positive sur R.

0 sur [a,2a], alors f est
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+oo

x Comme f est nulle en dehors de [0,2a], alors / f(t) dt

—00
converge et

+o0 2a2a_t
e dt—/ dt+/ ot

2a 2a
2
S —adt—— tdt
a2 “

1 t2 2 1 [t
3323 ]
a* 2], a a® | 2],

1 1
= - 2— 2—7 :1.

Finalement, f est bien une densité de probabilité. O

Solution de ’exercice 5.
x D’aprés les théorémes généraux, la fonction f est continue sauf
éventuellement en 0 et 1.

Comme lim f(¢t) = lim 0 =0, alors f admet une limite finie a
¢

—0~ t—0—

gauche en 0.

Comme lim f(t) = hm Ko — X0 — g alors f admet une
t—0+ ®) 1+ 1+0 ’

limite finie & droite en 0

En particulier, f est continue en 0.

Comme lim f(¢) = lim 1’% g alors f admet une limite finie
t—1— t—1

a gauche en 1.

Comme lim f(t) = lim 0 =0, alors f admet une limite finie a
t—1+ t—1t

droite en 1.
En particulier, f est continue en 0. De plus, si k& # 0, alors f
n’est pas continue en 1.

* Comme lT-t > 0 lorsque ¢ € [0, 1], alors % > 0 si et seulement
si k > 0. De plus, f est nulle, donc positive, en dehors de [0, 1].
Ainsi, f > 0 sur R si et seulement si k& > 0.

« Comme f est nulle en dehors du segment [0, 1],

/m b /dt—k/ltdt—k(l—ln@))
o 1—|—t 1+t 1+t '
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—+o00 kt . .,
Ainsi, — dt =1 si et seulement si k = —a—. * Siz <0, alors
oo 1+t 1-In(2) i i
Comme 1 —1In(2) > 0, la fonction f est une densité de probabilité si et Fr(z) = / f(t)dt = / 0dt = 0.
seulement si k = ﬁn@) O —o0 —00
* Six > 0, alors d’aprés la question précédente,
II - Fonctions de répartition, Espérances, Va- 0 ®
riances Pr) = [ rwaes [ rear
T 1
Solution de I’exercice 6. o (1+1¢) I+
1. Montrons que f est une densité de probabilité. Finalement,
* D’apreés les théorémes généraux, f est continue sauf éventuelle- 0 siz <0,
ment en 0. Friz) = 1———  sinon.
Comme lim f(x) = lim 0 =0, la fonction f admet une limite e
—0~ z—0~ O

€T
finie & gauche en 0.

Comme lim+ flx) = lim+ ﬁ = 1, la fonction f admet une
z—0 z—0
limite finie & droite en 0.

En particulier, la fonction f n’est pas continue en 0.
* Comme —L > 0 pour tout 2 > 0 et f(x) est nulle pour z < 0,

(z+1)?
alors la fonction f est & valeurs positives.
* Soit A > 0.
A A A 1 1 A
t)dt = Odt—i—/ ——dzx = |-
/oof() /oo o (z+1)? { 93+1]0
_ 1
A+
1 e
Comme AETOO a7 = 0, alors /_ N f(t) dt converge et
+oo
ft)ydt=1
—00

Ainsi, f est bien une densité de probabilité.

2. D’apreés la définition, Fr(z) = / f(t)dt.
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Solution de ’exercice 7.

1. Soit z € R.
x Six <0, alors

FX(x)—/:Of(t)dt—/:OOdt—O.

x Sixz >0, alors
@ = [ sma= [ swa [T
:/Ow (e_t/Q—e_t> dt
:/Oxet/2 dt—/ozet dt
ot/2]" ot1%
:[—;] ‘{—Jo

0
= [—2 e_t/Q}O - [— e_t]§
=2-2¢"2 - (1-e7")

—14+e ¥ _2e%/2,
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Finalement, Ainsi,
A
0 siz <0, AE)TOO tf(t)dt=4-1=3.
FX(J;) = 1 —z _9 —x/2 >0 —00
te—se st = U Donc, X admet une espérance et E [X]| = 3. 0

2. SiY < &(a), alors sa densité est donnée par

fy(t):{o sit <O,

ae”® sit>0.

En particulier, E[Y] = 1.
D’aprés la définition de I'espérance,

E[Y]=
+oo
/ tfy(t)dt =

— 00

+oo
/ ate™ dt =
0

+oo
/ te ¥ dqt =
0

3. Si l'intégrale converge, alors E[X] =

Alors,
A A
dt = d
/_Ootf(t) ’ /0 LE(t) dt

= /OAt (eft/2—67t> dt

gw"—‘ QI 2l alr

+

8
o~
-
—
~
S~—
(o]
~

. Soit A > 0.

A A
:/ tet/2 dt—/ te b dt.
0 0

D’aprés la question précédente,

+o0o
* / te t/? qt converge et vaut —— = 4,
0

(3)°

“+o0o
* / te~t dt converge et vaut 1.
0
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Solution de ’exercice 8.

1. Soit z € R.
* Six <1, alors

G(m):/;f(t)dt:/;c)dt:o.

* Sixz > 1, alors

u(t) =In(t V() =%

Posons ®) 1 ®) et ®) t21. Les fonctions u et v
u'(t) =g o(t) =-%

sont dérivables et de dérivées continues sur [1,z]. Ainsi, d’aprés

la formule d’intégration par parties,
1\ 1 1
=[x (D] - [ 1+ (1) a

1 Jit

T t]q
1
= — n(z) - —+1.
T
Finalement,
0 six <1,
G(x) =
(@) {1 i) 1 izl
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Soit z > 1. Alors, O
T 1 T . .
/ tF(t) dt = / tF(t) dt +/ tF(t) dt Solution de I’exercice 10. N
_ _ 1 o0
- * e x 1. Comme f est nulle en dehors d’'un segment, alors tf(t) dt
In(t) 1
_0+/ LV / Lo at oo
1 t 1t converge et
_ In(¢)?]” _ In(z)? 400
2 |, 2 E [X] —/ tf(t)de
—00
T . +o0 a 2a
Ainsi, xgrfoo/_ tf(t) dt = +oo donc l'intégrale /_OO tf(t) dt diverge = /0 tf(t) dt +/ tf(t)dt
et X n’admet pas d’espérance. O 2a 2 a—t
. . = — dt + dt
Solution de I’exercice 9. a?
+oo 2
1. Comme f est nulle en dehors d'un segment, alors / tf(t) de _ 72 t2 dt + / atdt _ it2 di
—0o0
converge et @ Jo
5] 2]
+oo 2a == | + - | = - |5
EX)= [ = [ s @ [3],"al2l, T ll,
—00 0 a 1 1
Ny =5+ (o =) — g (o~
N 22 2¢2 |3 1 1
0o 2a 2a= [ 3] —a< +4—1—8+>=a
1 8(13 4 3 3 3
T 22773 T3 .
+00 2. Comme f est nulle en dehors d'un segment, alors / t2f(t) dt
2. Comme f est nulle en dehors d’un segment, alors / t2f (t) dt —00
— converge et
converge et
2 e 2 E[Xx?] = e at
E[X]:/ tf(t)dt:/ t2f(t) dt oo
—00 0 a 43 2a
t —1
2a 43 1 [t :/th+/ Pt
- [ e =sa |3 0@
T et ’ N 0 R 2 U S O
:ﬁxTa:%LZ S a? 4], al3], a®|4],
) AC : a’ 2 3 3 1 4 _ 4
D’aprés la définition de la variance, 2 =7 + 3a (8a —a ) ) (16a —a )
4 2 1 14 15 7
_ 21 2 _o52 (=% _ 4.2 _ 2L 2 oy (o
V(X)=E[X’]| -E[X]"=2a <3a) 5 a <4+3 4> 4
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Finalement,

V(X)=E[X?] —E[X]2:ga2—a2:—.

Solution de I’exercice 11.

1. Déterminons a pour que f soit une densité de probabilité.

* D’apres les théorémes généraux, la fonction f est continue sauf

éventuellement en 2.

Comme lim f(¢) = lim 0 =0, alors f admet une limite finie &
t—2— t—2~

gauche en 2.

Comme lim f(t) = lim ae*~!
t—2+% t—2+

= a, alors f admet une limite

finie & droite en 2.
Finalement, f est bien continue sur R sauf en 2 ou elle admet
des limites finies a gauche et & droite.

* Comme la fonction exponentielle est positive, la fonction f est a
valeurs positives si et seulement si a > 0.

* Comme f est nulle sur | — oo, 2], pour tout = > 2,

/ (@) dt:/ ae* dt:ae2/ et dt
—00 2 2

=ae’ [—e_t]g =ae’ (—e_x—l—e_Q) .

+o0
Comme lim e * =0, alors / f(t) dt converge et

r——+00 oo

+oo
/ f)ydt =ae?* xe 2 =a.
—00

Ainsi, f est une densité de probabilité si et seulement si a = 1.

2. Soit x € R.
* Six <2, alors

:/;f(t)dt:/;()dtzo.
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* Six > 2, alors
2 T
/ fde= [ f@yaes [ pear
0o 2
T+e” ) , d’aprés 1.
=1- e2 r,
Finalement,
0 iz <2
F(z) = PR
1—e?>* sinon

3.a) D’apreés la définition de F',

P

(X <3]) =

F(3)=1-¢e*7=

b) D’aprés la définition de F',

P(l<X<2)=

¢) D’aprés la définition de F,

P ([0 < X <3])

d) D’aprés la définition de F,

=F(3)—F(0)=1—e¢"

1—e L.

F(2)—F(1)=0-0=0.

L o=1-¢"

P(X>4)=1-F4)=1-(1-e""1) =e2.

4.a) Comme Y — &(1), alors

b) Soit z € R.

Fz(z) = P([Z < z])

* Six—2<

0, soit x <

=P([Y+2<z=z
2, alors
Fz(z)=0.
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* Six—22>0,soit x > 2, alors

Fpz)=1—¢ 2 =1 >,

Fyla) = {0 )

1—e?

Finalement,
sixz <2

sinon

¢) Comme X et Z ont méme fonction de répartition, alors elles ont
méme loi. Ainsi,

E[X]=E[Z]=E[Y +2|=E[Y]+2=23.

Solution de I’exercice 12.

1. Déterminons a pour que f soit une densité de probabilité.
* D’apres les théorémes généraux, la fonction f est continue sauf
éventuellement en 3.
Comme lim f(¢) = lim 0 =0, alors f admet une limite finie &

t—3~ t—3~

gauche en 3.

Comme lim f(t) = lim ae3™! = qa, alors f admet une limite
t—3+ t—3+

finie & droite en 3.
Finalement, f est bien continue sur R sauf en 3 ou elle admet
des limites finies & gauche et & droite.

x Comme la fonction exponentielle est positive, la fonction f est
positive si et seulement si a > 0.

* Comme f est nulle sur | — oo, 3], pour tout = > 3,

/ () dt:/ aet dt:ae3/ et dt
—0 3 3

=aed [—e_t]g =aed (—e_x—l—e_?’) .

+oo
f(t) dt converge et

Comme lim e %

=0, alors
r——+00

—00

+o00
f)dt =ae®xe™® =a.

Ainsi, f est une densité de probabilité si et seulement si a = 1.
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2. Soit x € R.
* Six < 3, alors

:/;f(t)dt:/;Odt:O.

* Six > 3, alors
3 x
Flz) = / foa= [ i [
00 3
= T+e” ), d’aprés 1.
=1- 63 T,
Finalement,
i <
Plz) = 0 s? r<3 '
1—e3%  ginon

3.a) D’apreés la définition de F,
P([X <3]))=F(3)=0.
b) D’aprés la définition de F',
P(l<X<2)=FQ2) —-F(1)=0-0=0.
¢) D’aprés la définition de F,
P(0<X<5)=F(B) —F0)=1-e>°-0=1—-¢"
d) D’aprés la définition de F,
P((X>4)=1-F4)=1-(1-e"*) =e"'.

4.a) Comme Y — &(1), alors

b) Soit z € R.

Fz(x) =P([Z<2))=P([Y+3<z])=P([Y <z -3]).
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* iz —3 <0, soit x < 3, alors
Fz(x) =0.
* Six—32>0,soit x > 3, alors
Frz)=1—e 3 =132,

Finalement,

0 six <3
FZ(z):{ .

1—e3>%  ginon

¢) Comme X et Z ont méme fonction de répartition, alors elles ont
méme loi. Ainsi,

EX]=E[Z]|=E[Y +3|=E[Y]+3=4.

II1 - Transformation de variables aléatoires

Solution de I’exercice 13. Rappelons que

0 siz<O
Fy(z)=qx sizel01].
1 siz>1

1. Soit z € R. D’aprés la définition,
X X
Fx(x) =P (X <z]) =P (3U <z]) =P ([U < f}) = Fy (7) .

* Si g <0, cest-a-dire 2 < 0, alors Fix(z) = 0.

* 510 < § <1, cest-a-dire 0 < z < 3, alors Fy(v) =

* Si g > 1, cest-a-dire x > 3, alors Fx(z) = 1.
Finalement,

wig

sizx <0
sixz e [0,3].
siz >3

Fx(x) =

— owr O

Lycée Ozenne

Une densité fx de X est donnée par la dérivée de F'x en les points ot
F'x est dérivable, soit

fe(@) = {; sizel0,3

0 sinon

On reconnait ainsi que X — % ([0, 3]).
2. Soit x € R. D’aprés la définition,

Fy(z)=P(Y <z2])=P(U+1<z))=P([U<z—-1])
= Fy(z —1).

* Sixz—1<0, c’est-a-dire z < 1, alors Fy(z) = 0.

* S10< 1<1,cebtad1rel<x<2,alorSFy(x):x—1.

* Six—12>1, cest-a-dire z > 2, alors Fy(z) = 1.
Finalement,

0 siz <1
Fy(z)=qz—1 sizell,2].
1 siz > 2

Une densité fy de Y est donnée par la dérivée de Fy en les points ol
Fy est dérivable, soit

fole) = {1 size(l,2]

0 sinon
On reconnait ainsi que Y — % ([1,2]).
3. Soit € R. D’aprés la définition,
Fy(z) =P ([Z <a]) = P (BXJrl <x]> = P([X < 2(z—1)))
=Fx(2(z-1)).

% Si2(x — 1) <0, cest-a-dire z < 1, alors Fz(z) = 0.
x S10<2(x—1) <3, clest-a-dire 1 <z < §,alor5 Fy(x) =
x Si2(z — 1) > 3, clest-a-dire 2 > 2, alors Fy(z) = 1.

2(z—1)
3
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Finalement,

Fz(x)=q%(x—1)

= owhhn O

Une densité fz de Z est donnée par la dérivée de Fz en les points oul
F; est dérivable, soit

On reconnait ainsi que Z < % ([1, %])

4. Soit x € R. D’aprés la définition,
Fw(z) =P (W <z]) =P ([X*<1]).

% Siz <0, alors [X? < 2] est I'événement impossible et Fyy (z) = 0.
* 31 x > 0, comme la fonction racine carrée est croissante et bijec-
tive,

Fuy(@) = P ([X < V&) = Fx (V&)

* Si/z < 3 clest-a-dire 0 < z <9, alors Fyy(x) = @
x Si /x> 3, c’est-a-dire x > 9, alors Fyy(x) = 1.
Finalement,
0 six <0
Fy(z) =¥ sizel0,9].
1 siz>9
Une densité fyr de W est donnée par la dérivée de Fy en les points oul
Fyy est dérivable, soit

fur () = {\1/5 si z €]0,9] .

0 sinon

5. Soit x € R. D’aprés la définition,

Fu(x) = P ([ < a]) = P (In(X +1) < a]) = P ([X < & —1]
= Fx (e*—1).
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x Sie? —1 <0, c’est-a-dire e” < 1, soit x < 0, alors F(z) = 0.

% 510 < e —1 < 3, cest-a-dire 0 < x < In(4), alors Fy(z) = %

% Sie¥ —1 > 3, c'est-a-dire > In(4), alors Fy(x) = 1.
Finalement,

0 siz <0
Fg(z) =<5t si0< 2 <In(4)
1 si x > In(4)

Une densité fig de H est donnée par la dérivée de Fiy en les points ol
F'y; est dérivable, soit

fu(z) =

& si0<az<In(4)
0 sinon ’

6. Soit x € R. D’aprés la définition,
Fp(z)=P([E<z]) =P ([-In(X+1)<a]) =P ([X 2 e "-1])
=1-P([X<e™-1])
=1—Fx(e"—1).
x Sie™® —1<0, cest-a-dire —z < 0 soit x > 0, alors
Fg(x)=1-0=1.
* S10< e ®—1<3, cest-a-dire —In(4) < x <0, alors

e”? -1
3
% Sie ™ —12> 3, c'est-a-dire z < —1In(4), alors Fg(z) =1—-1=0.
Finalement,

FE(.T) =1-

0 six < —1In(4)
Frp(z)=q¢1-— e_gfl si —In(4) <z <0
1 sinon

Une densité fp de E est donnée par la dérivée de Fg en les points oul
F'g est dérivable, soit

s (x)_{egz si —In(4) <z <0
elr) = .

0 sinon
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Solution de I’exercice 14. Rappelons que

0 siz<O0
Fy(z)=<qx sizel0,1].
1 siz>1

1. Soit z € R. D’aprés la définition,

Fx(z) =P (X <z]) =P (4U <z]) =P ([Ug ﬂ) = Fy (Z)

* Si § <0, c’est-a-dire x < 0, alors Fx(z) = 0.
* 510 < § <1, cest-a-dire 0 < z < 4, alors Fx(z) = §.
* Si § > 1, c’est-a-dire x > 4, alors Fix(z) = 1.
Finalement,
0 siz<O0
Fx(z)=4q% sizel0,4].
1 siz>4

Une densité fx de X est donnée par la dérivée de F'x en les points ol
F'x est dérivable, soit

fx(z) =

{}1 si z €0, 4]

0 sinon

On reconnait ainsi que X — % ([0, 4]).
2. Soit x € R. D’aprés la définition,

Fe(@) =P (Y <a) =P (U +2 <)) = P (U < o —2)
= Fy(x — 2).

x Sixz—2<0, cest-a-dire = < 2, alors Fy(z) = 0.

* S10<x—2<1, cest-a-dire 2 < z < 3, alors Fy(z) =z — 2.

x Sixz—2>1, cest-a-dire z > 3, alors Fy (z) = 1.
Finalement,

0 six <2
Fy(r)=gz—-2 sizel2,3].
1 six >3
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Une densité fy de Y est donnée par la dérivée de Fy en les points ol

Fy est dérivable, soit
1 size|2,3
fr(z) = { 12,3,

0 sinon

On reconnait ainsi que Y — % ([2, 3]).
3. Soit € R. D’aprés la définition,
Fz(z)=P(Z<z|)=P ([;X—i—l <m]> =P ([X <2(x—1)))
= Fx(2(x —1)).

% S12(x — 1) <0, cest-a-dire z < 1, alors Fiz(z) = 0.

% S10<2(z—1) <4, cest-a~dire 1 < = < 3, alors Fz(z) = 2(904_1).

% S12(x — 1) >4, cest-a-dire z > 3, alors Fiz(z) = 1.
Finalement,

0 siz <1
Fz(z) =< 1(x—1) size[l,3].
1 six >3

Une densité fz de Z est donnée par la dérivée de Fiz en les points ol
F7 est dérivable, soit

0 sinon

Fa(z) = {% SIS [1,3]'

On reconnait ainsi que Z — % ([1, 3]).
4. Soit x € R. D’aprés la définition,

Fw(z) =P (W <z]) =P ([X*<1]).

% Siz < 0,alors [X? < z] est I'événement impossible et Fyy (z) = 0.
* Six > 0, comme la fonction racine carrée est croissante et bijec-
tive,

Fw(z) =P ([X <Vz]) = Fx (V).

* Si0 < +yx <4 cest-a-dire 0 < x < 16, alors Fyy (z) = @.
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* Si /x> 4, c’est-a-dire x >

Finalement,

16, alors Fyy(x) = 1.

0 siz<0
Fy(z)={¥Z sizel0,16].
1 six > 16

Une densité fyr de W est donnée par la dérivée de Fyy en les points oul
Fyy est dérivable, soit

0 sinon

for(@) = {8;5 si @ €]0,16]

5. Soit x € R. D’aprés la définition,

Fp(z) =P ([H < 2])
= Fx (e*—1).

—P(In(X+1)<a

% Si e’ —1 <0, c’est-a-dire < 0, alors Fy(x) = 0.
% 810 < e® —1 <4, c’est-a-dire 0 < z < In(5), alors Fy(x) = <=L

% Sie¥ —1 >4, cest-a-dire z > In(5), alors Fy(x) = 1.
Finalement,
0 siz <0
Fu(z)=<{ <=L si0<x<In(5)
1 si x = In(5)

Une densité fir de H est donnée par la dérivée de F en les points ot
F'r est dérivable, soit

fH(x)—{i siO<x§ln(5).

0 sinon

6. Soit x € R. D’aprés la définition,
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*Sie_l’— < 0, c’est-a-dire = > 0, alors Fg(x) =1—-0=1.
% 510 < e ®—1<4, cest-a-dire —In(5) < = < 0, alors
e -1
Fg(x)=1- 1

* Sie ™ —12>4, cest-a-dire x <

Finalement,

—In(5), alors Fg(z) =0.

Une densité fr de E est donnée par la dérivée de Fp en les points ol
Fi est dérivable, soit

€2 & —In(3) <z <0
fE(x)_{ © s =) |
0 sinon

Solution de ’exercice 15.

1. Soit z € R. F,(

0= [ ho

:/ fn(t)dt:/ 0dt =0,
* Si0<z <

Fu(z /‘(ﬁ t) dt = /i,h &41/ fult
—0+/)t”1&—n[ }
0 o

=z".

* Six <0, alors

1, alors

1, alors

:/_Oofn(t) dt:/_ooofn@) dt+/01 () dt+/1xfn(t) dt

1 tnl
:0+/‘m”4&+0:n[]
0 n g

=1.

* Siax >
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Finalement, O
0 sizx <0 . .
. Solution de ’exercice 16.
Folx)=<¢a2" sizel0,1]. x
1 siz>1 1. Soit x € R. F(az):/ f(t) dt.
— 00

2. Comme f, est nulle en dehors d’un segment, X,, admet une espérance
et

00 1
E[Xn]:/+ tfa(t) dt:/o tx nt" "t dt

—00

1 tn+1 1
:n/ t"dt:n[ ]
0 n+1 0

n
Con+1

3. Soit x € R. En utilisant les définitions,

Gn(z) =P ([Y, <z]) =P ([-In(X,) <z]) =P ([X, = e77])
=1-P ([X, <c7))
=1—F,(e™®).

* La quantité e est toujours strictement positive.
* S10<e ™ 1, cest-a-dire x > 0, alors

Gn(z)=1- (e_’”)n =1—e".
* Sie™® > 1, cest-a-dire x < 0, alors

Gp(z)=1-1=0.

Gl(z) = {0

1 _ e*'I’LCE

Finalement,
siz <0
sinon
4. D’aprés la question précédente, Y, est une variable aléatoire de loi
exponentielle de paramétre n.
5. D’aprés les propriétés des lois exponentielles,
1 1
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* Siz < a, alors

F(a:):/x F(t)dt = 0.

* Six > a, alors

Plz) = /_OO F6) dt + / () dt

—O+/ 2¢e% 2t dt
a

T

1
—9 20 | & =2t
| e

a

Finalement,
siz<a

sinon

0
F(.T}) - {1 _ eZ(afx)

2. Soit x € R. D’aprés les définitions,

G(z) =P (Y <a]) =P (X <a+a)) = F(z +a).

* Siz+a < a, cest-a-dire x < 0, alors G(z) = 0.
* Sixz+a>a, cest-a-dire x > 0, alors

Glx)=1- e2a—(zta)) _ 1 _ =22

Finalement,
six <0

sinon
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3. D’aprés la question précédente, Y < &(2). Ainsi, O
1 1 . .
E[Y] = 3 et V(Y)= 1 Solution de ’exercice 18.
1. Comme X suit une loi normale centrée réduite,

4. En utilisant les définitions,
1
EX]=E[Y +a|=E[Y]+a= §+a.
1
VX)=VX¥ +a)=V(Y) = T

IV - Lois usuelles

Solution de ’exercice 17.

1. Comme X suit une loi normale centrée réduite, P ([X < 2]) ~ 0,9772.

2. D’aprés les propriétés des probabilités,
P([X >251])=1-P([X <2,51]).
Comme X suit une loi normale centrée réduite,

P ([X > 2,51]) ~ 1 — 0,9940 ~ 0,006.

3. Comme Y — #(5,4), alors % — A47(0,1). Ainsi,

Py < 1]):P([Y—5<—4]):P<[Y2_5 <-
Y -5
—r (757 <2)
— B(=2) = 1 —B(2) = 1 — 0,9772
~ 0,0228.

4. Comme Y < #(5,4), alors Y52 < #(0,1). Ainsi,

P([3<Y<10}):P([—2<Y—5<5]):P([—1<Y

= 0(2,5) = ®(~1) = (2,5) — (1 - @(1))
~ 0,9938 — 1 + 0,8413
~ 0,8351.
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P ([X <2,5]) ~ 0,9938.
2. D’aprés les propriétés des probabilités,

P([X>149)=1-P([X <149)).
Comme X suit une loi normale centrée réduite,

P ([X > 1,49]) ~ 1 — 0,9319 ~ 0,0681.
3. Comme Y < .#(2,9), alors Y52 — _#(0,1). Ainsi,

p([y<1])=P<{Y—2<—1D=P([Y3_2<_:1’>D

~ ®(—0,33) ~ 1 — ®(0,33) ~ 1 — 0,6293
~ 0,3707.

4. Comme Y < .#(2,9), alors Y52 — _#(0,1). Ainsi,

P([3<Y<6])=P([1<Y—2<4]):P<[?1)<Y2_5<§]>

~ ®(1,33) — $(0.33)
~ 0,9082 — 0,6293
~ 0,2789.

Solution de ’exercice 19.

1. R est le plus petit des réels Ry et Rs. Ainsi, R > x si et seulement
si Ry et Ry sont strictement supérieurs a x. Ainsi,

[R>x] =[Ry > z|N[Re > z]
P([R>z]) =P ([R1 >z]N[Ry > x]).
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2. Soit x € R. En utilisant les propriétés de la fonction de répartition
et la question précédente,

Fz) =P([R<z])=1-P([R>z])

=1—P([R1 > z]N[Ry > x]), d’aprés 1.
=1—-P([R1 > z]) x P([Re > z]), par indépendance
=1-P([R > 33])2, car Ry et Ry ont méme loi
=1-(1-P([R <a])’.

Comme Ry — 7% ([0,1]), sa fonction de répartition satisfait :

siz <0
P(Ri<z])=<z si0<z<1
1 sixz>1
Ainsi,
* Six <0, alors
F(z)=1-(1-0)*=0.
* 510 <z <1, alors
Flz)=1-(1-2)=2z2-2).
* Six > 1, alors
Flz)=1-(1-1>2=
Finalement,
0 siz <0
Flz)=<z(2—-2z) sizel0,1].
1 sinon

3. On cherche la probabilité que le minimum des deux distances soit
inférieur & 50cm, soit

P([R<0,5]):F(;>:;X <2_;)
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Solution de I’exercice 20.
1. T est le plus grand des réels T} et Th. Ainsi, T <
si T et Ty sont inférieurs & x. Ainsi,
[T <a]=[I <2]n [T < 2]
P(T<z])=P(Th <z]N[Tr <z]).

x si et seulement

2. Soit x € R. En utilisant les propriétés de la fonction de répartition
et la question précédente,

F(z) =P ([T <z]) =P ([I1 <z]N[T2 <
=P ([I1 <z]) xP([T2 <
=P ([T1 <

z]), d’apres 1.
x]), par indépendance

2])?, car Ty et Ty ont méme loi

Comme T — &(1), sa fonction de répartition satisfait :

0 stz <0
P((|Ty <z|) = .
(T ) {1—e‘x six>0

Ainsi,
* Sz <0, alors
F(x) =02 =0.
* Sixz > 0, alors
F(z) = (1—-e )2
Finalement,
0 siz <0
F(z) = —an2 . .
(1-e*)" sinon

3. On cherche la probabilité que le maximum de la durée de vie des
piles soit supérieur & 6 mois, soit

P(T>05])=1—P (<05

—1- (1 —e_1/2)2

20712 o7 ~ (,845.
O
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