T.D. Xl - Convergence
Estimation

I - Inégalités

Solution de ’exercice 1.

1. Y compte le nombre de succés (étre défectueux) lors d’une suite de
100 expériences de Bernoulli indépendantes de probabilité de succes 0,1.
Ainsi, Y suit une loi binomiale de paramétres 100 et 0,1.

2. D’aprés les propriétés des lois binomiales,

E[Y] =100 x 0,1 = 10.

3. D’aprés l'inégalité de Markov, comme Y est a valeurs positives,
E[Y 10 1
P> < M _10_1
20 20 2
Ainsi, il y a au plus une chance sur deux qu’il y ait plus de 20 ampoules
défectueuses. O
Solution de I’exercice 2.

1. En notant X le nombre d’appels recus en une heure, comme
X < Z(4), alors le nombre moyen d’appels vaut E [X] = 4.

2. Comme X est & valeurs positives, en utilisant 1'inégalité de Markov,

O]

Solution de I’exercice 3. Comme X — ()), alors E[X] = X\ et
V (X) = A. Ainsi, d’aprés 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

P([[X = A= A) =P (X -E[X][ > A])
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Solution de ’exercice 4.

1. Comme Y compte le nombre de 1 dans une suite de 100 variables
aléatoires de Bernoulli indépendantes dont la probabilité de valoir 1
vaut %, alors Y — £ (100, i)

2. Comme Y — & (100, %), alors
1
E[Y] =100 x 1:25

et
1 3 75
Y)=1 =X == —.
V(Y) 00><4><4 1

3. D’aprés l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

P ([|Y - 25| > 10)) = P ([[Y ~ E[Y]| > 10))

gV(Y)

100
- 75 3x25
T 4x100 4x4x25
3
< —.

16

IT - Convergence

Solution de I’exercice 5. On note X; la valeur renvoyée par I’appel de
la fonction rd.randint (0, 2). Alors, X; suit une loi uniforme sur ’en-
semble des entiers compris entre 0 et 1, soit une loi uniforme sur I’en-
semble {0,1}. Ainsi,

:%etp([xi:u):}.

P ([X; = 0])
On reconnait ainsi que X; < %(1/2).
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N-1 N 1
Comme s = Zo X, alors s/N vaut N Zo X;. Les variables Xy, ..., Xy_;
(A 1=

sont 1ndependantes et suivent une méme loi de Bernoulli de para-
metre

E[X1]

D apreés la loi des grands nombres, cette quantité vaut environ
, ce qui est conforme au résultat obtenu. ]

Solution de I’exercice 6. On note F' la fonction de répartition de la loi
uniforme sur [0, 1] et on rappelle que

0 siz<O0
F(r)=qz sizel01].
1 sinon

Commengons par remarquer que X ne peut prendre que les valeurs —1,
2 et 4. De plus,
* X vaut —1 si et seulement si u < % Ainsi,

P(X=-1)=P(u<1/3]) =
% + %. Ainsi,

riwen-r((fencp o () ()

* X vaut 2 si et seulement si % <u<

_1+1 1 1
36 3 6
* X vaut 4 dans les autres cas, donc
1 1 1
P(X=4)=1---===.
(x=a)=1-3-5=3

La loi de X peut ainsi étre résumée dans le tableau suivant :

k| -1]2]4
P(x=H)| 5 [&]}

De plus, s est la somme de N réalisations de X indépendantes. Ainsi,
d’aprés la loi des grands nombres,
4

s 1 2
—~E[X]=—f—4+ -4+ - =2.
N [X] 3+6+2
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III - Estimation

Solution de ’exercice 7.

1. Montrons que f est une densité de probabilité.
x D’aprés les théorémes généraux, la fonction f est continue sauf
éventuellement en a.

Comme thm ft) = hm 0=0cet hm ft) = hm+ 3;1 =2 la

fonction f admet des hmltes finies a dr01te et a gauche en a.

x* Comme a > 0, alors a® > 0 et la fonction f est positive sur
[a, +oo[. Ainsi, la fonction f est positive ou nulle sur R.

% Soit M > 0. Comme f est nulle sur | — oo, al,

M M 3 M
3 t
/ f(t)dt = / %4 dt = 3a3/ t=*dt = 3a® [_

—441 1M
).

+oo
Comme Mlilr_nF ﬁ =0, alors / f(t) dt converge et
—+00 —00
o0 3 1
2. Soit M > 0.

M M oM
/ tf(t)dt:/ 3adt—33[t_;]

= 3a3 L _L
202 2M2? )"

+oo
: 1
Comme Mlinﬁoo 53z = 0, alors /OO tf(t) dt converge et
oo 3a>  3a
—00

De maniére analogue,

/_J‘:Ot?j-‘(t)clt:/aMg;;3

1M 11
dt =3a% |—| =3a(-—-—).
¢ |:_1:|a ¢ (CL M>
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“+oo

Comme t2f(t) dt converge et

lim ﬁ = 0, alors /

M—+00 —oo

E[X?] = /+oot2f(t) dt = 323 = 3a”.

—00

D’aprés la formule de Keenig-Huyggens,

V(X)=E[X?] -E[X]’ =3d® - <32a)2
= <3— Z) a? = 322.

o n
3. Posons X =1 ZlXZ Comme E [X;] = 32, d’aprés la loi faible des
=

grands nombres, X est un estimateur ponctuel de 37‘1

4. a) D’aprés les relations précédentes,

1 100 3a

100 2= 0= o
=1
603 _ 3a

100~ 2°
Ainsi,
603

2 402
~ 100

X S 2402,

a ~
3 100

b) Comme les variables aléatoires X1, ..., X199 sont indépendantes,

100 100
VY)=V (Z Xi> = V(X;) =100V (X)
=1 i=1

3 2
— 100 x % — 7542,
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¢) Comme E [%Y] = 37“, d’aprés l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

(B> (o[ )

V(1Y)

n

1 3a
—y - 2%
n 2

N

22
V()
n2e?
7502
= 1002e2

3a?
<—.
4002

Solution de ’exercice 8.

1. Montrons que f est une densité de probabilité.
x D’aprés les théorémes généraux, la fonction f est continue sauf
éventuellement en 0 et en a.
32 _ 3x0% _

Comme lim f(t) = lim 0 =0et lim = lim =% = =%
t—0~ t—0~ t—0+ t—0+ @ @
alors la fonction f admet des limites finies & gauche et a droite

en 0. La fonction f est méme continue en 0.
Comme lim f(t) = lim 0 = 0 et
t—at ) ) t—at

lim f(t) = lim 34 =3¢ =3 alors la fonction f
t—a~ t—a— ¢ @ a
des limites finies & gauche et & droite en a.

% Comme a > 0, alors a® > 0 et f est positive sur [0,a]. Ainsi,
f est positive ou nulle sur R.

* Comme f est nulle en dehors du segment
+oo

f(t) dt converge et

oo @ 3¢2 331 3 @&
t)dt = —dt=— |=| =—x—=1.
0 1) /0 a3 a3[3]0 QSX 3

admet

[0,a], alors

—00

Finalement, f est bien une densité de probabilité.

2. D’apres les définitions, comme f est nulle en dehors du segment [0, a],
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+o00
alors / tf(t) dt converge et

—0o0

3t3 47"
= 5]
4 0
a? 3a
:—X—
a3 4 4

De maniére analogue, comme f est nulle en en dehors du segment [0, al,

+oo
alors / t2£(t) dt converge et

—0o0

E[X?] = /+oo 2 f(t) dt

—00

@ 3t 3 (5]
[5a-3f
0 @ a’ | 5],
3 a 3ad®
— X == —.
ad 5 5
Ainsi, d’aprés la formule de Keenig-Huyggens,

V(X)=E[X?)] -E[X)’ = 3% - (34“>2

_ (3 9\ o 3
_<5 16>a_80a'

3. D’aprés la linéarité de ’espérance,

n

E[Yn]:?:inz k= ;Zfz

k=1 k=1
Comme les variables aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes,
16 - 16 <
V(Y,) = Wv (ZXk> = WZV(XIJ
k=1 k=1

16 3 5 _ a?
—— XN X —a°=—.
~ on2 80  15m
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4. Comme E[Y,] = a, d’aprés I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

0<SP([[Yo—alZe]) =P (Yo —E[Y,]| >¢)
V (¥n)

62

CL2

< —-.
15ne?

<

Comme lim = 0, d’aprés le théoréme d’encadrement,

n—-too 15ne?

lim P ([|Y,—a| >¢])=0.

n—-+00

Solution de ’exercice 9.

1.a) X compte le nombre de succés (prélever un loup) dans une suite
de 30 expériences de Bernoulli indépendantes de probabilité de succés
valant %. Ainsi, X — A (30, %)
b) D’aprés les propriétés des lois binomiales,
300 300(V — 10)

BLX] = = et V(X) = ——

¢) D’aprés la questlon précédente, E [300] = % et 3)0(—0 est donc un

estimateur ponctuel de + ~

2.a) Y est instant de premier succés dans un schéma de Bernoulli
dont la probabilité de succés vaut %. Ainsi, Y — ¢ (%)

b) En utilisant les propriétés de la loi géométrique,

_N - N(N-10)
N
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