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Introduction

↪→ Idée. Problème sur une structure à n éléments.

1 Résolution du problème sur des structures de base.

2 Découpage en problèmes plus petits (de taille n/2) et
indépendants.

3 Résoudre ces problèmes récursivement.

4 Reconstruire la solution du problème de départ.

↪→Notations. Soit x un réel.

bxc 6 x < bxc+ 1,

dxe − 1 < x 6 dxe .

↪→Propriété. ⌊n
2

⌋
+
⌈n
2

⌉
= n.
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Plan

1 Quart de tour

2 Exponentiation rapide

3 Recherche dichotomique

4 Multiplication rapide des entiers

5 Tris

6 Points les plus proches dans le plan
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1/4 de tour pour 4 pixels

A

B C

D D

A

C

B

↪→Peut être e�ectué en place !
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1/4 de tour pour 16 pixels

↪→Rotation des grands carrés.

A0

A1 A2

A3

A3,0

A3,1 A3,2

A3,3

A0 A1

A2A3
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1/4 de tour pour 16 pixels

↪→Rotation de A3.

A3,0

A3,1 A3,2

A3,3

A0 A1

A2A3

A0,0

A0,1 A0,2

A0,3

A3,3

A3,0 A3,1

A3,2

A0 A1

A2A3
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1/4 de tour pour 16 pixels

↪→Rotation de A0.

A0,0

A0,1 A0,2

A0,3

A3,3

A3,0 A3,1
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A0 A1
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1/4 de tour pour 16 pixels

↪→Rotation de A1.

A0,3

A0,0 A0,1

A0,2 A1,0

A1,1 A1,2

A1,3

A3,3

A3,0 A3,1

A3,2

A0 A1

A2A3

A0,3
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A0,2 A1,3
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A0 A1
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1/4 de tour pour 16 pixels

↪→Rotation de A2.

A0,3

A0,0 A0,1

A0,2 A1,3
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1/4 de tour pour 16 pixels

Avant

A0,0

A0,1 A0,2

A0,3

A1,0
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A1,3 A2,0
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A3,3

A0

A1 A2

A3
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1/4 de tour pour 22
n

pixels ?

↪→Algorithme.

1 Si n = 1, permutation des 4 pixels.
2 Si n > 2,

1 permutation des 4 images de taille 22
n−1

,
2 récursivement : permutation de chacune de ces 4 images.

↪→Algorithme en place !

↪→Admirons !
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Exponentiation rapide (Exponentiation by squaring)

xn = (x · x)n/2, si n est pair,

= x · (x · x)n/2, si n est impair.

l e t r e c expo_rap ide x n =
match n wi th
| 0 −> 1
| _ −> l e t y = expo_rap ide x ( n/2) i n

i f n mod 2 = 0 then y * y
e l s e x * y * y
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Exponentiation rapide - Exemple

l e t r e c expo_rap ide x n =
match n wi th
| 0 −> 1
| _ −> l e t y = expo_rap ide x ( n/2) i n

i f n mod 2 = 0 then y * y e l s e x * y * y

e21 = exp 3 21

e10 = exp 3 10

e5 = exp 3 5

e2 = exp 3 2

e1 = exp 3 1

e0 = exp 3 0

3 · e10 · e10

e5 · e5

3 · e2 · e2

e1 · e1

3 · e0

1

3

9

243

59 049

10 460 353 203

3 · 1

3 · 3

3 · 9 · 9

243 · 243

3 · 59 049 · 59 049
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Exponentiation rapide - Complexité

Théorème

L'exponentiation rapide nécessite Θ(log2 n) multiplications.

↪→Décomposition binaire. n = bt−1 · · · b0
2
.

2t−1 6 n 6
t−1∑
k=0

2k = 2t

↪→Nombre de multiplications.
Si n est pair, alors b0 = 0 et 1 multiplication.
Si n est impair, alors b0 = 1 et 2 multiplications.

Cn = C
bt−1···b0

2 = C
bt−1···b1

2 + (1 + b0) =
t−1∑
i=0

(1 + bi ).

t 6 Cn 6 2t.
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Exponentiation rapide - Optimalité

↪→Calcul de 315. 15 = 1111
2
soit 7 multiplications.

Cependant,

x1 = 3 · 3 = 32.

x2 = 3 · x1 = 33.

x3 = x2 · x2 = 36.

x4 = x3 · x3 = 312.

x5 = x4 · x2 = 315.

soit 5 multiplications.

↪→Optimalité. x0, x1, . . . , xk : valeurs successives calculées.
Outils de calculs : multiplication + valeurs précédentes → xi = xpi .

p0 = 1.

p1 = 2.

pk = n.

pi = pj + p`.

Récurrence forte :

pi 6 2i .
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Deux autres algorithmes

↪→Récursif II.

l e t r e c expo_rec x n =
match n wi th
| 0 −> 1
| _ −> i f n mod 2 = 0 then expo_rec ( x*x ) ( n /2)

e l s e x * ( expo_rec ( x*x ) ( n /2) )

↪→ Itératif. Invariant e · ym = xn.

l e t e xp_ i t e r x n = i f n = 0 then 1 e l s e
beg in

l e t e = r e f 1 and y = r e f x and m = r e f n i n
wh i l e !m > 0 do

i f !m mod 2 = 0 then ( y :=! y* ! y ; m:=!m/2)
e l s e ( e :=! e* ! y ; y :=! y* ! y ; m:=!m/2)

done ;
! e

end
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Nombres de Fibonacci

↪→Dé�nition.

F0 = 0, F1 = 1,

Fn+2 = Fn+1 + Fn.

Théorème

Le calcul du n-ème nombre de Fibonacci nécessite Θ(log2 n)
multiplications matricielles.

↪→Propriété. (
Fn+2

Fn+1

)
=

(
1 1
1 0

)n+1

·
(
F1

F0

)
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Recherche dichotomique (Binary Search)

t trié croissant ; recherche de l'élément x . On pose m =
⌊
n
2

⌋
.

Si x = tm, terminé.

Si x < tm, recherche de x dans {t0, . . . , tm−1}.
Si x > tm, recherche de x dans {tm+1, . . . , tn−1}.

l e t b i na r y_sea r ch t e l =
l e t r e c aux g d =

i f d < g then f a l s e e l s e
l e t c = ( g + d ) / 2 i n

i f t . ( c ) = e l then t r u e
e l s e i f t . ( c ) < e l then aux ( c+1) d
e l s e aux g ( c−1)

i n aux 0 ( Array . l e n g t h t −1)
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Recherche dichotomique - Exemple

1 2 10 12 18 23 35 42 154 175 221

g d¾42 ?

1 2 10 12 18 23 35 42 154 175 221

g d¾42 ?

1 2 10 12 18 23 35 42 154 175 221

g d¾42 ?

1 2 10 12 18 23 35 42 154 175 221

g d¾42 ?
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Recherche dichotomique - Complexité

Théorème

La recherche dichotomique nécessite au plus Θ(log2 n)
comparaisons.

Cn = 1 + max
{
Cb n2c, Cd n2e

}
.

↪→Puissances de 2. C2k = 1 + C2k−1 .

C2k = C1 + k = C1 + log2(n).

↪→Croissance. (Récurrence forte).
↪→Cas général. 2k 6 n < 2k+1, k = blog2(n)c.

2k 6 n < 2k+1

C2k 6 Cn 6 C2k+1

C1 + blog2(n)c 6 Cn 6 C1 + 1 + blog2(n)c
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Algorithme de Karatsuba (1960)

Théorème

La multiplication de deux entiers de n bits s'e�ectue en Θ(nlog2 3)
opérations.

↪→Décomposition. En général m =
⌊
n
2

⌋
.

x = x1b
m + x0, y = y1b

m + y0.

↪→Naïvement : 4 multiplications !

xy = (x1×y1)︸ ︷︷ ︸
z2

b2m + (x1×y0 + x0×y1)︸ ︷︷ ︸
z1

bm + (x0×y0)︸ ︷︷ ︸
z0

.

↪→Astucieusement : 3 multiplications !

z1 = (x1 + x0)×(y1 + y0)− z2 − z0.

↪→Récurrence.

Tn = Tb n2c + 2 · Td n2e + cn + d .
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Plan

1 Quart de tour

2 Exponentiation rapide

3 Recherche dichotomique

4 Multiplication rapide des entiers
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0 8 1 7 4 5 6 3 2

0 8 1 7 4 5 6 3 2

0 8 1 7 4 5 6 3 2

0 8 1 7 4 5 6 3 2

0 8 1 7 4 5 6 3 2

0 1 7 8 4 5 3 6 2

0 1 7 8 4 5 2 3 6

0 1 7 8 2 3 4 5 6

0 1 2 3 4 5 6 7 8
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Préliminaire : Remplissage

Copier les éléments de t.(j..) dans le tableau u.(i..).

blit : 'a array -> int -> 'a array -> int -> int ->

unit

L'appel Array.blit t1 o1 t2 o2 len

copie len éléments

du tableau t1, en commençant par celui d'indice o1,

dans le tableau t2, en commençant à l'élément d'incide o2.
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Fusion

Théorème

Deux tableaux triés sont fusionnés avec un nombre de comparaisons

linéaire.

0 1 7 8 4 5

I

0 1 7 8 4 5

0

II

0 1 7 8 4 5

0 1

III

0 1 7 8 4 5

0 1 4

IV

0 1 7 8 4 5

0 1 4 5

V

0 1 7 8 4 5

0 1 4 5 7

VI

0 1 7 8 4 5

0 1 5 5 7 8

VII
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Le code

l e t f u s i o n t i 1 f 1 i 2 f 2 =
l e t n = f2−i 1+1 i n
l e t r e c aux t i 1 i 2 u i u =

i f i 1 = f1+1 then
( Array . b l i t t i 2 u i u (n−i u ) ;
Ar ray . b l i t u 0 t ( f2−n+1) n ; )

e l s e
( i f i 2 = f2+1 then

( Array . b l i t t i 1 u i u (n−i u ) ;
Ar ray . b l i t u 0 t ( f2−n+1) n ; )

e l s e
( i f t . ( i 1 ) < t . ( i 2 )
then ( u . ( i u ) <− t . ( i 1 ) ;

aux t ( i 1 +1) i 2 u ( i u +1);)
e l s e

( u . ( i u ) <− t . ( i 2 ) ;
aux t i 1 ( i 2 +1) u ( i u +1) ; ) ) )

i n aux t i 1 i 2 ( Ar ray . make n 0) 0 ; ;
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Tri fusion (Merge sort)

l e t t r i _ f u s i o n t =
l e t r e c aux a b =

i f a < b then l e t c = ( a + b ) / 2 i n
( aux a c ;
aux ( c+1) b ;
f u s i o n t a c ( c+1) b ; )

i n aux 0 ( Array . l e n g t h t − 1 ) ; ;

Théorème

Le tri fusion nécessite Θ(n log2 n) comparaisons. Il nécessite une

complexité spatiale linéaire et est stable.

↪→Fusion lourde avec tableaux - Découpage lourd avec listes. . .
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Tri fusion - Preuve

Cn = Cb n2c + Cd n2e + n.

↪→Puissance de 2. Si n = 2p.

C2p = 2C2p−1 + 2p

C2p

2p
=

C2p−1

2p−1
+ 1

C2p = C12
p + log2(2p) · 2p.

↪→Croissance. (Récurrence forte)

↪→Cas général. n ∈ [2p, 2p+1[, p = blog2 nc.

C2p 6 Cn 6 C2p+1

C12
p + p2p 6 Cn 6 C12

p+1 + (p + 1)2p+1
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Tris - Résumé

Meilleur Pire Spatiale Stabilité

Bulle Θ(n) Θ(n2) Θ(1) X

Sélection Θ(n2) Θ(n2) Θ(1) X

Insertion Θ(n) Θ(n2) Θ(1) X

Fusion Θ(n log n) Θ(n log n) Θ(n) X
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Nombre d'inversions

↪→Hypothèses. t : tableau de taille n.
t : entrées distinctes.
t : J0, n − 1K→ J0, n − 1K permutation (bijection).

↪→Nombre d'inversions.

I (t) = ] {0 6 i < j 6 n − 1 ; t.(i) > t.(j)} .

↪→Naïf.
Θ(n2)
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0 8 1 7 5 5 6 3 2

0 8 1 7 5 5 6 3 2

0 8 1 7 5 5 6 3 2

0 8 1 7 5 5 6 3 2

0 8 1 7 5 5 6 3 2

0 1 7 8 5 5 3 6 2
1+
1 1

0 1 7 8 5 5 2 3 6

2

0 1 7 8 2 3 5 5 6
2+

2

0 1 2 3 5 5 6 7 8
2+

2+
2+

2+
2
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Inversions - Complexité

Théorème

L'algorithme du tri fusion permet de déterminer le nombre

d'inversions d'une permutation en Θ(n log2 n) comparaisons.

Fusion de deux tableaux triés t = t1 ∪ t2.

t1[0 · · · i0] et t2[0 · · · j0] déjà fusionnés.

Si t2[j0 + 1] < t1[i0 + 1], alors t1[i0 + 1 · · · `1] et t2[j0] sont
inversés → `1 − i0 + 1 inversions.

Deux compteurs left et inversions initialisés à 0, puis

dès qu'on stocke un élément de la liste de gauche, on
incrémente left.

dès qu'on stocke un élément de la liste de droite, on
incrémente inversions de (longueur t1) - left.
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Points les plus proches (Closest pair)

↪→Données. n points du plan ((x0, y0), . . . , (xn−1, yn−1).

↪→Problème. Paire de points les plus proches.

?

?

?

↪→Dimension 1. Tri puis étude des points successifs.

Θ(n log2 n).

↪→Dimension 2 naïf. Θ(n2).
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Points les plus proches : Diviser

δ1

δ 2

δ δ
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Points les plus proches : Régner !

Combien de points à distance au plus δ et dans l'autre bande ?

Rectangle de dimension 2δ × δ.
Au plus 6 points.

Comparaison aux 5 suivants par ordonnées croissantes.

δ δ
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Algorithme

↪→Donnéee. Une liste de points `.
↪→Préliminaires. Construire deux listes triées `x et `y .

↪→Diviser.

On découpe `x par rapport à xmedian en `x1 et `x2 .

Calcul récursif des distances minimales δ1, δ2.

δ = min{δ1, δ2}.

↪→Recoller.

Deux bandes de longueur δ autour de xmedian → ˜̀
y .

Pour chaque point, distance aux 5 suivants.

Conclusion.
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