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Introduction ol

< |dée. Probléme sur une structure a n éléments.
© Résolution du probléme sur des structures de base.

@ Découpage en probléemes plus petits (de taille n/2) et
indépendants.

© Résoudre ces problemes récursivement.

@ Reconstruire la solution du probléme de départ.

< Notations. Soit x un réel.

X <x < [x] +1,
[x] —1<x<[x].

21+

— Propriété.
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Plan ool

@ Quart de tour
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1/4 de tour pour 4 pixels oadll

< Peut étre effectué en place!
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1/4 de tour pour 16 pixels oadll

— Rotation des grands carrés.
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1/4 de tour pour 16 pixels oadll

— Rotation de As.

o
o’
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1/4 de tour pour 16 pixels oadll

— Rotation de Ag.
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1/4 de tour pour 16 pixels oadll

— Rotation de A;.
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1/4 de tour pour 16 pixels oadll

— Rotation de A,.
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1/4 de tour pour 16 pixels oadll

Avant Aprés
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lag

1/4 de tour pour 22" pixels? ogd

< Algorithme.

@ Si n=1, permutation des 4 pixels.
Q Sin>2,
@ permutation des 4 images de taille 22"
@ récursivement : permutation de chacune de ces 4 images.

< Algorithme en place!
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https://www.youtube.com/watch?v=OXo-uzzD4Js?rel=0

Plan

© Exponentiation rapide
@ Algorithme
o Complexité
@ Discussion

@ Matrices
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Exponentiation rapide (Exponentiation by squaring)

x"=(x- x)”/2, si n est pair,

= x-(x-x)"?, si n est impair.

let

rec expo_ rapide x n =
match n with

| 0 > 1

| _

—> let y = expo_rapide x (n/2) in
if n mod 2 =0 then y %y
else x * y x vy
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Exponentiation rapide - Exemple ool

let rec expo_rapide x n =
match n with
| 0 > 1
| —> let y = expo_ rapide x
if n md 2 =0 then y

n/2) in

y else x x y x y

* ~

e = exp 321

3
3-e10 - €10
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Exponentiation rapide - Complexité e

Théoréme

L’exponentiation rapide nécessite ©(log, n) multiplications.

3 - o —
— Décomposition binaire. n = b;_1--- by .

t—1
<) 2k =2t
k=0
— Nombre de multiplications.

Si n est pair, alors by = 0 et 1 multiplication.
Si n est impair, alors by = 1 et 2 multiplications.

t—1
Co=Co—p2 = Co—pa + (L bo) = ) _(1+by).
i=0
t < C, <2t
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Exponentiation rapide - Optimalité i

< Calcul de 3'5. 15 = TI11° soit 7 multiplications.

Cependant,
e x; =3-3=32 ° x4 = x3 - x3 = 312,
_ _ 23
e x» =3 -x3 =3°. °X5:X4'X2:315.
° X3:X2-X2:36.
soit 5 multiplications.
— Optimalité. xg, x1, ..., X, : valeurs successives calculées.
Outils de calculs : multiplication + valeurs précédentes — x; = xPi.
e pp=1. @ pix = n.
e p =2 ® pj = pj+ pe.
Récurrence forte :
pi < 2.
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Deux autres algorithmes osll

oCamt

< Récursif II.

let rec expo_rec x n =
match n with
| 0 > 1
| _ — if n mod 2 =0 then expo_rec (xxx) (n/2)
else x * (expo_rec (xxx) (n/2))

< |tératif. Invariant e - y™ = x".
let exp iter x n = if n =0 then 1 else
begin
let e = ref 1 and y = ref x and m = ref n in

while Im > 0 do
if Immod 2 =0 then (y:=!yx ly; m:=Im/2)
else (e:=lex ly; y:=lyx ly; m:=Im/2)
done;
le
end
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Nombres de Fibonacci ol

< Définition.

F0:O7F1:17
Fn+2:Fn+1+Fn'

Théoréme

Le calcul du n-éme nombre de Fibonacci nécessite ©(log, n)
multiplications matricielles.

Fa2) _ (1 1\"7 (R
Fry1) \1 0 Fo

— Propriété.
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Plan ool
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© Recherche dichotomique
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Recherche dichotomique (Binary Search) oall

t trié croissant; recherche de I'élément x. On pose m = LgJ
@ Si x = t,,, terminé.
@ Si x < tp,, recherche de x dans {tg,...,tm-1}-

@ Si x > tp,, recherche de x dans {tm41,...,th—1}.

let binary search t el =
let rec aux g d =
if d < g then false else
let ¢ = (g+d) / 2 in
if t.(c) = el then true
else if t.(c) < el then aux (c+1) d
else aux g (c—1)
in aux 0 (Array.length t —1)

Quart de tour Puissances Recherche Multiplication Tris Géométrie  16/36
00000 0000000 [e] lele) [e]e] 00000000000 00000



Recherche dichotomique - Exemple ool

HERRERRREEE

1427
1427
1 2 10 | 12 18 | 23 F 154 | 175 | 221
8427 d
1 2 10 | 12 18 | 23 H 175 | 221
8,42 7d
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Recherche dichotomique - Complexité e

Théoréme

La recherche dichotomique nécessite au plus ©(log, n)
comparaisons.

C,,:l—I—max{CLgJ, C[ﬂ}'

— Puissances de 2. Gox = 1 4 Cyr-1.

Gk = G + k = G + logy(n).
— Croissance. (Récurrence forte).
< Cas général. 2k < n < 2K+ k = |log,(n)].

C2k < Cn C2k+1

<
G+ |logy(n)] < G < G +1+4 |logy(n)]
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Plan ool
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@ Multiplication rapide des entiers
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Algorithme de Karatsuba (1960) ol

Théoréme

La multiplication de deux entiers de n bits s'effectue en ©(n'°823)
opérations.

< Décomposition. En général m = | 4.
x=x1b"+x0, y = 16" + ypo.
— Naivement : 4 multiplications!

xy = (x1xy1) bB*™ 4+ (x1 xyo + x0xy1) b™ + (x0 X y0) -
—— P ——

Z Z1 20

< Astucieusement : 3 multiplications!
721 = (3 +x0) <1 + y) — 2 — 2.
— Récurrence.
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O Tiis
@ Tri partition / fusion
@ Nombre d'inversions dans une liste
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olsf1f7]4]s]6[3]2]

ofuf7]sl [4]5 [2[3]6]

ofrfzls] [2]3]4]5]6]

o]t[2]3]4]s]6[7]8]
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Préliminaire : Remplissage epell

Copier les éléments de t.(j..) dans le tableau u. (i..).

L'appel Array.blit t1 ol t2 02 len
@ copie len éléments
@ du tableau t1, en commencant par celui d'indice o1,

@ dans le tableau 2, en commencant a I'élément d'incide 02.
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Fusion

Théoréme

Deux tableaux triés sont fusionnés avec un nombre de comparaisons

linéaire.

© ©

[o]1[7]8]a]s] lof1[7]8]a]s]
EHII1T1] [ofxTaTs [ |
lof1]7[s]a]s] lof1]7]8]4]s]
OE T 11 [o]x]4]s]7 ]
ol 15| o] 1]7[s]4]5]
DHEEEE [o]z]s]5]7]e]
(o] 1[7]8]4]s]

o1« 1]
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Le code

oCamt

let fusion t il fl i2 f2 =
let n = f2—i141 in
let rec aux t il i2 u iu =

if il = f14+1 then
(Array.blit t i2 u iu (n—iu);
Array.blit u 0 t (f2—n+1) n;)
else
(if i2 = f241 then
(Array.blit t il u iu (n—iu);
Array.blit u 0 t (f2—n+1) n;)
else
(if t.(i1l) < t.(i2)
then (u.(iu) <= t.(il1);
aux t (il4+1) i2 u (iu+1);)
else
(u.(iu) <= t.(i2);
aux t il (i241) u (iu+1);)))
in aux t il i2 (Array.make n 0) 0;;

Quart de tour
00000

Puissances Recherche Multiplication Tris
0000000 0000 [e]e) 0000@000000

Géomeétrie
00000

25/36



Tri fusion (Merge sort)

let tri_fusion t =
let rec aux a b =
if a<b then let ¢ = (a+b) / 2 in
(aux a c ;
aux (c+1) b;
fusion t a ¢ (c+1) b;)
in aux 0 (Array.length t — 1);;

Théoréme

Le tri fusion nécessite ©(nlog, n) comparaisons. Il nécessite une
complexité spatiale linéaire et est stable.

< Fusion lourde avec tableaux - Découpage lourd avec listes. ..
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Tri fusion - Preuve ool

Cn:CLJ"i‘C(}“"n-

n
2

NIs

< Puissance de 2. Si n = 2P,

Cop = 2C2p—1 4 2P
C2P C2p—1
2“1 1

Gor = G12P + log,(2P) - 2P.

< Croissance. (Récurrence forte)
< Cas général. n € [2P,2PF1[ p = |log, n|.

CGr < G < Cpn
G2P +p2°F < G < G2°tl 4 (p+1)2PTt
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Tris - Résumé ool

Meilleur Pire Spatiale | Stabilité
Bulle ©(n) o(n?) ©(1) v
Sélection 0(n?) O(n?) o(1) v
Insertion ©(n) 0O(n?) o(1) v
Fusion ©(nlogn) | ©(nlogn) | ©(n) v
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Nombre d'inversions

ol

< Hypothéses. t : tableau de taille n.
t : entrées distinctes.
[0,n—1] — [0, n — 1] permutation (bijection).

< Nombre d’inversions.

() =t{0<i<j<n—1;t()>t()}.

< Naif.
@(nz)
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olsf1]7]s]s]6[3]2]

ofu]7lsl [5]5 [2]3]6]

75>
of1|7]s] [2]3]5]5]6]
2*2*’2)(

[0[12]3]5]5 e[ 7]e]
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Inversions - Complexité

Théoréme

L'algorithme du tri fusion permet de déterminer le nombre
d'inversions d’une permutation en ©(nlog, n) comparaisons.

Fusion de deux tableaux triés t = t1 U t2.
o t1[0---ip] et t2[0- - - jo] déja fusionnés.
@ Si tz[io + 1] < tl[io + l], alors tl[io +1-- -51] et tzUo] sont
inversés — (1 — ip + 1 inversions.
Deux compteurs left et inversions initialisés a 0, puis

@ dés qu’on stocke un élément de la liste de gauche, on
incrémente left.

@ dés qu’on stocke un élément de la liste de droite, on
incrémente inversions de (longueur t1) - left.
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Plan ool
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@ Points les plus proches dans le plan
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Points les plus proches (Closest pair) oadll

< Données. n points du plan ((x0,¥0), - -+, (Xn—1, Yn—1)-

— Probléme. Paire de points les plus proches.

~

< ' “f

< Dimension 1. Tri puis étude des points successifs.

©(nlogy n).

< Dimension 2 naif. ©(n?).
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Points les plus proches : Diviser
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Points les plus proches : Régner! sl

Combien de points a distance au plus ¢ et dans 'autre bande ?
@ Rectangle de dimension 24 x §.
@ Au plus 6 points.

Comparaison aux 5 suivants par ordonnées croissantes.

. I I
| |
! | .
I |
) | T
I |
* | I
.
1 I
I 1
I |
. I 1 .
I |
| | . .
] I
o I I
I I L4
ke
(. 0
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Algorithme sl

< Donnéee. Une liste de points /.
— Préliminaires. Construire deux listes triées /, et /,.

— Diviser.
@ On découpe ¢, par rapport @ Xmedian €n x, €t Cy,.

o Calcul récursif des distances minimales 1, 5.
0= min{51,52}.

— Recoller.
@ Deux bandes de longueur § autour de Xmedian — £ .
@ Pour chaque point, distance aux 5 suivants.

o Conclusion.
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Algorithme sl

< Donnéee. Une liste de points /.
~— Préliminaires. Construire deux listes triées ¢, et /,.

©(nlog, n)

— Diviser.
@ On découpe ¥, par rapport @ Xmedian €N Ux, €t lx,. O(n)

@ Calcul récursif des distances minimales 1, 0».
o= min{51,52}.

— Recoller.
@ Deux bandes de longueur 6 autour de Xmegian — ¢,. O(n)
@ Pour chaque point, distance aux 5 suivants. ©(n)

@ Conclusion.
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