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Un arbre ol
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Des arbres ol

Appels des fonctions récursives (voir les chapitres précédents).

Arbres de décisions (voir la fin du chapitre).

Expressions arithmétiques (voir le chapitre sur les Structures
de données).

Arbres pour trier (voir TP).

Arbres Fonctions Parcours Plus d’arbres 4/27
00@00000 0000000 00000 000000



Graphe - |dée formelle gl

< Graphe non orienté. G = (V, E) ol
@ V : ensemble des sommets.
o £ C P»(V) ensemble des arétes.

< Chemin de v a v. (up,...,ux) € VK1 telles que

u=uy, v=ug {uju} € E.

— Arbre. Graphe acyclique et connexe : Deux sommets sont reliés
par exactement un chemin.
Sommets = Neeuds.
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Arbres ol

< Arbre enraciné. Arbre dont un noeud (la racine) est distingué.
Degré d'un noceud = Nombre de fils.

— Feuille. Nceud ne possédant aucun fils.

< Arbres binaires enracinés (T}). Chaque nceud est de degré au
plus 2.
Structure finie contenant

@ aucun nceud (arbre vide),

@ un triplet :

@ une racine,
e un arbre binaire (sous-arbre gauche),
e un arbre binaire (sous-arbre droit).
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Vocabulaire illustré ool
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Types oadl

— Arbres binaires étiquetés.

type 'a arbre binaire = Vide
| Noeud of 'a x 'a arbre_ binaire
* 'a arbre_ binaire

< Arbres binaires stricts (tout nceud a 0 ou 2 fils).

type ("a, 'b) abs =

| Feuille of 'a
| Noeud interne of
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Arbre binaire strict

type ("a, 'b) abs =
Feuille of ’'a
Noeud interne of

let arbre =
Noeud interne (20,
Noeud interne (3,
Feuille "c"
Noeud interne(12,
Noeud interne(8,
Feuille "a",
Feuille "d"),
Feuille "c")),
Noeud interne(25,
Feuille m"a",
Feuille "b"))
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Plan

© Fonctions
@ Fonctions usuelles
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Grandeurs caractéristiques oadl

7

hauteur de 'drbre

profondeur du noeud

N
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Fonctions élémentaires "

< Profondeur d’un neeud dans T.
pr(x) =0 si x est racine,
pT(x) =14 p7(y)siy est le pére de x.

< Hauteur d’un arbre.

{ h(Vide) = -1,
h((r,71,7})) ::1-+rnax{h(7]),h(7})}.

let rec hauteur tree =
match tree with
| Feuille n —> 0
| Noeud interne (r, tl, t2) —>
1 + max (hauteur tl) (hauteur t2)
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Preuves : Ordes bien fondés oqull

() prédicat sur I'ensemble des arbres binaires.

< Hauteur. Récurrence classique.
P (Vide) ou F(Feuille a).
(VTETy; h(T)=n, Z(T)) = (VT ETs; h(T)=n+1, 2(T)).

< Nombre de nceuds. Noté n(T). Récurrence classique.
P (Vide) ou F(Feuille a).
(VTETs; n(T)=n, P(T) = (VTETs; n(T) = n+1, Z(T)).

< Sous-arbre Induction structurelle.
P (Vide) ou F(Feuille a).
A Tl, T, € Tb; Yre a, (,@(Tl) et gZ(TQ)) = @((r, T1, Tg))
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Propriétés oadll

< Hauteur d'un arbre vs. Profondeur des nceuds.

h(T) = max{pr(x), x nceud de T}.

< Nombre de feuilles.

((Feuille a) =1,
E((r, Ty, Tz)) = K(Tl) —|—£( Tz).
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Hauteur & Nombre de nceuds "

Théoréme
Soit T € Ty, de hauteur h et | T| le nombre de nceuds de T. Alors,

h(A) +1 < |A| < 2+ _ 1,

— Cas d’égalité a droite. Arbre binaire complet.
Toutes les feuilles ont la méme profondeur.
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Nombre de nceuds ol

T un arbre binaire strict

< Relation entre les nombres de noeuds.
@ /(T) nombre de feuilles,

@ np(T) nombre de noeuds internes,

Théoréme

UT)=ny(T)+1.
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© Parcours
@ Définitions
@ Algorithmes
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Parcours ol

< Préfixe. Démarre a la racine. Parcourt le sous-arbre de gauche
puis le sous-arbre de droite.
praefixus = fixé devant

< Infixe. Parcourt le sous-arbre de gauche, puis la racine, puis le
sous-arbre de droite.
infixus = inséré

< Postfixe. Parcourt le sous-arbre de gauche, puis le sous-arbre de
droite, puis la racine.
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Parcours Préfixe ool

oCamt

let rec prefixe tree =
match tree with
| Feuille n —> print_string n; print_string " "
| Noeud interne (r, tl, t2) —>
print_int r; print_string " ";
prefixe t1;
prefixe t2

prefixe arbre ;;
203 ¢c 12 8adc?25ab—: unit = ()
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Parcours Infixe ol

let rec infixe tree =
match tree with
| Feuille n —> print_string n; print_string " "
| Noeud interne (r, tl, t2) —>
infixe tl;
print _int r; print_string " ";
infixe t2

infixe arbre ;;
c 3a8d12 c 20 a 25 b — : unit = ()
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Parcours Postfixe ogull

let rec postfixe tree =
match tree with
| Feuille n —> print_string n; print_string " "
| Noeud interne (r, tl, t2) —>
postfixe t1;
postfixe t2;
print_int r; print_ string " "

postfixe arbre ;;
cad8c 123 ab25 20— : unit = ()
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@ Arbres de décision
@ Vocabulaire
@ Arbres localement complets & parfaits
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Arbres de décision & Tris

ool

< Tris par comparaisons = tableaux a entrées distinctes.

— Neeuds = comparaisons des éléments du tableau.

< Arbre de décision. (tri par sélection, n = 3).

ap < a1
ag < a2

a<a ay < ap ap < a

4o, a1, @2 40, d2, a1 X az, ap, a1 a1, ag, a2 ay, az, ag

a; < a

a; < ap

a2, a1, 40 X
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Arbres de décision & Elagage

a < a
a9 <a a<a
v, >< ‘, x
al<a2 a1<ag an<az al<au
ag, a1, a2 ag, a2, a1 ai, g, a2 ar, a2, 4 a,a1,3
a < ar
ap < a a < a
a < a ay, a0, a1 a0 < a ap,a1, a0
a0, a1, &2 a0, a2,a1 ai, dg, a2 a1, a2, a9
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Complexité maximale oadll

ag < ap
ap < a2 a < a
a < a a2, ag, a1 ap < a as, a1,
\ / «
a0, a1, &2 49, a2, a1 a1, ag, a2 a1, az, ag

< Feuille = Permutation des entrées. ¢(T) > nl.
— Pire des cas = Hauteur h de I'arbre.

< Arbre binaire. £(T) < 2.

— Complexité dans le pire des cas.

Cmax 2 |Og2 e( T) 2 Iog2(n!)
n n+1
>Y gk > [ logy(t)de
k=1 1

> Cnlog, n.
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Arbres complets

— Arbre binaire localement complet. T..

@ soit |'arbre vide,

@ soit tous les nceuds sont d’arité 0 ou 2.

— Bijection. Tj. =~ Tb.

qu — TT/C

@ Vide
(r7 T17 T2) —

(f,Vide,Vide)
(r,o(T1), ¢(T2))
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Arbres parfaits ol

— Arbre Parfait. Tous les niveaux hiérarchiques sont remplis sauf
éventuellement le dernier, partiellement rempli de la gauche vers la
droite.

— Représentation sous forme de tableau. Neeud d’indice /.
o fils d’indices 2/ + 1 et 2/ + 2.
e pére d'indice (i —1)/2.

— Exemple.

/\
N, I,

VANNVANERYAN

[I20;0;25;3;12;21;28;5;1;8;13;16;7|]
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