
� Chapitre 1 �

Suites numériques, Fonctions numériques de la variable réelle

Notations.
� K désigne l'ensemble R ou l'ensemble C.
� S (K) désigne l'ensemble des suites d'éléments de K et u, v des éléments de S (K).
� I, J désignent des intervalles de R et a est un élément de I.
� I désigne l'intervalle I union l'ensemble de ses extrémités.
� F (I,K) désigne l'ensemble des fonctions de I dans R et f, g des éléments de F (I,K).

I. Suites numériques
I.1 Quelques cas particuliers

Définition 1 (Suite arithmétique).
Soit a ∈ K. La suite u dé�nie par u0 ∈ K et pour tout n ∈ N, un+1 = un + a est une suite
arithmétique de raison a.

Propriété 1.
Soit u une suite arithmétique de raison a. Pour tout n ∈ N,

(i). un = u0 + na. (ii).
n∑
k=0

uk = (n+ 1)u0 + n(n+1)
2 a.

Définition 2 (Suite géométrique).
Soit q ∈ K∗\{1}. La suite u dé�nie par u0 ∈ K et pour tout n ∈ N, un+1 = qun est une suite
géométrique de raison q.

Propriété 2.
Soit u une suite géométique de raison q. Pour tout n ∈ N,

(i). un = qnu0. (ii).
n∑
k=0

uk = u0
1−qn+1

1−q = u0
qn+1−1
q−1 .

Définition 3 (Suite arithmético-géométrique).
Soient a ∈ K, q ∈ K∗\ {1}. La suite u dé�nie par u0 ∈ K et pour tout n ∈ N, un+1 = qun + a
est une suite arithmético-géométrique.

Propriété 3.
Soient a ∈ K, q ∈ K∗\ {1} et u une suite arithmético-géométrique.3

∀ n ∈ N, un = qn
(
u0 −

a

1− q

)
+

a

1− q
.

Théorème 1 (Suite récurrente double).
Soit (a, b) ∈ K2 tel que b 6= 0. On considère les suites dé�nies par la relation de récurrence3

un+2 = aun+1 + bun, ∀ n ∈ N.

L'équation caractéristique (E ) associée est

r2 − ar − b = 0.

(i). Si (E ) possède deux racines distinctes r1, r2 dans K, il existe (λ, µ) ∈ K2 tel que

un = λrn1 + µrn2 , ∀ n ∈ N.
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(ii). Si (E ) possède une racine double r0 dans K, il existe (λ, µ) ∈ K2 tel que

un = (λ+ µn)rn0 , ∀ n ∈ N.

(iii). Si K = R, u ∈ S (R) et (E ) possède deux racines non réelles distinctes r1 = ρ eiθ et
r2 = ρ e−iθ. Alors, il existe (λ, µ) ∈ R2 tel que

un = λρn cos(nθ) + µρn sin(nθ), ∀ n ∈ N.

Exercice 1. Soit θ ∈]0, π[. Soit (un) la suite dé�nie par u0 = u1 = 1 et pour tout n entier naturel
un+2 = 2 cos(θ)un+1 − un. Déterminer, pour tout entier naturel n, la valeur de un.

I.2 Limite d'une suite

Définition 4 (Limite, Convergence, Divergence).
Soit ` ∈ K. La suite u converge vers ` si

∀ ε > 0, ∃ n0 ∈ N ; ∀ n > n0, |un − `| 6 ε.

Si (un) converge vers `, cet élément est unique, c'est la limite de (un).
S'il n'existe pas d'élément ` tel que la suite u converge vers `, la suite est divergente.

Exercice 2.
1. Soit u une suite à valeurs entières. Montrer que u est convergente si et seulement si u est
stationnaire.

2. Lemme de CESARÒ. Soit (un)n∈N∗ une suite convergeant vers un réel `. Montrer que(
1
n

n∑
k=1

uk

)
n∈N∗

converge vers `. Que pensez-vous de la réciproque ?

Théorème 2.
Si u est une suite convergente, alors u est bornée.

Exercice 3. Dé�nir une suite bornée et non convergente.

I.3 Suites extraites

Définition 5 (Sous-suite).
La suite v est une sous-suite (ou suite extraite) de u s'il existe une application ϕ : N → N
strictement croissante telle que pour tout n ∈ N, vn = uϕ(n).

Exercice 4.
1. Montrer que la suite ((−1)n)n∈N possède une sous-suite convergente.

2. Exprimer, à l'aide de deux fonctions ϕ et ψ, la suite extraite d'une suite extraite.

Théorème 3.
Soit ` ∈ K. Les assertions suivantes sont équivalentes

(i). limu = `.

(ii). Toute suite extraite de u admet pour limite `.

(iii). lim
n→+∞

u2n = lim
n→+∞

u2n+1 = `.

Exercice 5. Montrer que la suite
(
cos nπ3

)
n∈N n'admet pas de limite.
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I.4 Suites à valeurs réelles

Proposition 4 (Limite & Inégalité).
Soit (`1, `2) ∈ R2. On suppose que u (resp. v) converge vers `1 (resp. `2). S'il existe p ∈ N tel
que pour tout n > p, un 6 vn, alors `1 6 `2.

Exercice 6. Montrer que, en général, les inégalités strictes deviennent larges lors du passage à la
limite.

Théorème 4 (Caractérisation séquentielle de la borne supérieure).
Soient m ∈ R et A une partie de R non vide et majorée. m = supA si et seulement si
∗ ∀ a ∈ A, a 6 m,
∗ ∃ (un)n∈N ∈ S (A) ; lim

n→+∞
un = m.

Exercice 7.

1. Soit A =
{

(−1)n + (−1)n+1

n+1 , n ∈ N
}
. Déterminer, si elles existent, les bornes supérieure et

inférieure de A.

2. Écrire le théorème correspondant pour les bornes inférieures.

Définition 6 (Limite infinie).
(i). La suite u tend vers +∞ si

∀ M > 0, ∃ n0 ∈ N ; ∀ n > n0, un >M.

(ii). La suite u tend vers −∞ si (−un) tend vers +∞.

Théorème 5 (Limite & Signe).
Soit ` ∈ R. Si u converge vers ` et ` > 0, alors la suite u est strictement positive à partir d'un
certain rang.

Exercice 8. Rappeler les opérations usuelles sur les limites puis généraliser le théorème des suites
extraites aux suites admettant des limites in�nies.

I.5 Existence de limites - Suites à valeurs réelles

Théorème 6 (Théorème d’encadrement).
Soient u, v, w trois suites réelles et ` ∈ R telles que v et w convergent vers `. Si, à partir d'un
certain rang, v 6 u 6 w, alors u est une suite convergente et sa limite vaut `.

Exercice 9. Soit a ∈ C. Montrer que lim
n→+∞

an

n! = 0.

Théorème 7 (Théorème de la limite monotone - Cas croissant).
Soit u une suite croissante.

(i). Si u est majorée, alors elle converge vers le réel ` = sup{un, n ∈ N}.
(ii). Si u n'est pas majorée, alors elle tend vers +∞.

Exercice 10. (Constante d’EULER) Montrer, en utilisant le théorème précédent, que la suite(
n∑
k=1

1
k − lnn

)
n∈N

converge vers une constante notée γ.

Stanislas 3 A. Camanes



Chapitre 1. Suites numériques, Fonctions numériques de la variable réelle PSI

En déduire la limite de
(

n∑
k=1

(−1)k

k

)
n∈N∗

.

Théorème 8 (Théorème des suites adjacentes).
On suppose que u et v sont adjacentes, i.e.

(i). u est croissante, (ii). v est décroissante, (iii). lim(u− v) = 0.

Alors, u et v convergent vers une même limite.

Exercice 11. (Irrationalité de e) Montrer que les suites de terme général un =
n∑
k=0

1
k! et

vn = un + 1
n·n! convergent vers une même limite. En admettant que leur limite commune est

e, montrer que e est irrationnel.

II. Fonctions de la variable réelle

II.1 Fonctions continues sur un intervalle

Théorème 9 (Caractérisation séquentielle de la limite).
Soit a ∈ I. La fonction f admet ` comme limite en a si et seulement si pour toute suite réelle
(un) à valeurs dans I telle que lim

n→+∞
un = a, la suite (f(un))n∈N converge vers `.

Exercice 12. Montrer que la fonction dé�nie sur R? par x 7→ cos 1
x n'admet pas de limite en 0.

Théorème 10 (Théorème des bornes, Admis).
Toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.

II.2 Continuité - Fonctions à valeurs réelles

Théorème 11 (Théorème des Valeurs Intermédiaires).
Soit f ∈ C ([a, b],R). Pour toute valeur y comprise entre f(a) et f(b), il existe un réel c ∈ [a, b]
tel que f(c) = y.

Exercice 13. Écrire un algorithme dichotomie qui donne une valeur par défaut, approchée à ε
près, d'un zéro d'une fonction f qui s'annule sur un intervalle [a, b].

Théorème 12 (Théorème de la bijection monotone).
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Alors f réalise une
bijection de I sur J = f(I). Sa bijection réciproque f−1 est continue et strictement monotone
de J sur I, de même monotonie que f .

Exercice 14. Préciser les dé�nitions des fonctions de trigonométrie circulaire réciproque ainsi que
leur courbe représentative.

II.3 Dérivation

Proposition 5 (Structure).
Soit λ ∈ K et a ∈ I. Sous réserve d'existence des dérivées de f et g,

(i). f + λg est dérivable en a et (f + λg)′(a) = f ′(a) + λg′(a).

(ii). fg est dérivable en a et (fg)′(a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a).

(iii). Si g(a) 6= 0, alors la fonction f/g est dé�nie au voisinage de a, est dérivable en a et(
f
g

)′
(a) = f ′(a)g(a)−f(a)g′(a)

g(a)2
.

(iv). Si f ◦ g est dé�nie, alors f ◦ g est dérivable en a et (f ◦ g)′(a) = g′(a) · f ′(g(a))
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(v). Si f est bijective au voisinage de a et x0 = f(a). Alors, f ′(a) 6= 0 si et seulement si f−1

est dérivable en x0. Le cas échéant, (f−1)′(x0) = 1
f ′(a) .

Exercice 15. Retrouver les dérivées des fonctions arcsin, arccos et arctan.

Définition 7 (Dérivées n-ème).
La dérivée n-ème de f , notée f (n) est dé�nie par récurrence par
∗ f (0) = f
∗ Si f (n−1) est est dérivable, alors f (n) =

(
f (n−1)

)′
.

Proposition 6 (Formule de LEIBNIZ).

Si f et g sont n fois dérivables, alors (fg)(n) =
n∑
k=0

(
n
k

)
f (k)g(n−k).

Exercice 16. Déterminer la dérivée n-ème de x 7→ x2 ex.

Définition 8 (Classe C n).
Soit n ∈ N. Une fonction est de classe C n sur I si et seulement si elle est n fois dérivable sur
I et si sa dérivée nème est continue sur I.
Une fonction est de classe C∞ si elle est dérivable à tout ordre.

Exercice 17. Déterminer une fonction dérivable sur R mais dont la dérivée n'est pas continue en
un point de R.

II.4 Formules de Taylor

Théorème 13 (Formule de TAYLOR avec Reste Intégral).
Soient n ∈ N et f : I → K une fonction de classe C n+1. Alors, pour tout (a, x) ∈ I2,3

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

∫ x

a

(x− t)n

n!
f (n+1)(t) dt.

Exercice 18.

1. Montrer que, pour tout x ∈]− 1,+∞[, ln(1 + x) 6 x.

2. Montrer que pour tout x réel, lim
n→+∞

n∑
k=0

xk

k! = exp(x).

Théorème 14 (Formule de TAYLOR-YOUNG).
Soit f : I → K une fonction de classe C n. Alors, pour tout a ∈ I,

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k + o((x− a)n).

Exercice 19.

1. Déterminer une suite de réels non nuls u convergente telle que (un) et (un+1) ne soient pas
équivalentes.

2. Déterminer un équivalent de la suite de terme général un = 1− cos
(

1
n

)
− ln

(
1 + 1

n

)
.

3. Déterminer un équivalent de la suite de terme général un = 1− cos
(

1
n

)
− ln

(
1 + 1

2n2

)
.
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4. Déterminer deux suites équivalentes (un) et (vn) telles que (eun) et (evn) ne soient pas équi-
valentes.

5. Déterminer deux suites équivalentes (un) et (vn) telles que ((1 + un)n) et ((1 + vn)n) ne soient
pas équivalentes.

Exercice 20.
1. Retrouver les développements limités classiques.

2. Déterminer le développement limité à l'ordre 4 en 2π de e
√

cos(x).

Théorème 15 (Primitivation des développements limités).
Soit f : I → K une fonction continue. Si f possède un développement limité d'ordre n en
a ∈ I, i.e.

f(x) =
n∑
k=0

ak(x− a)k + o((x− a)n),

alors toute primitive F de f possède un développement limité à l'ordre n+ 1 en a et

F (x) = F (a) +
n∑
k=0

ak
k + 1

(x− a)k+1 + o((x− a)n+1).

Exercice 21.
1. Déterminer le développement limité à tout ordre en 0 de la fonction arctangente.

2. Déterminer le développement limité à l'ordre 5 en 0 de la fonction tangente.

3. Soit f : R → R dé�nie par f(x) = x + x3 sin 1
x si x 6= 0 et f(0) = 0. Montrer que f admet

un développement limité à l'ordre 2 en 0 alors que f ′ n'admet pas de développement limité à
l'ordre 1 en 0.

II.5 Dérivation - Fonctions à valeurs réelles

Théorème 16 (Théorème de ROLLE).
Soient a < b deux réels et f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ telle que
f(a) = f(b). Alors

∃ c ∈]a, b[ ; f ′(c) = 0.

Exercice 22.
1. Montrer que ces hypothèses sont optimales.

2. Montrer que ce résultat est faux si f est à valeurs complexes.

Exercice 23. Soit P un polynôme non nul à coe�cients réels. Montrer que si P est scindé à racines
simples sur R, alors P ′ est scindé à racines simples sur R.

Théorème 17 (Théorème des accroissements finis).
Soient a < b deux réels et f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. Alors

∃ c ∈]a, b[ ; f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

Théorème 18 (Inégalité des accroissements finis).
Soient f ∈ D(I) et m, M deux réels tels que pour tout x ∈ I, m 6 f ′(x) 6 M . Alors, pour
tout (x, y) ∈ I2, si x 6 y, alors m(y − x) 6 f(y)− f(x) 6M(y − x).
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Exercice 24.
1. Montrer que la fonction sinus est 1-lipschitzienne sur R.
2. Montrer que ce résultat reste vrai si f est de classe C 1 et à valeurs complexes.

Corollaire 19.
Soit f ∈ D(I). La fonction f est constante sur I si et seulement si f ′ est identiquement nulle.

Corollaire 20 (Caractérisation de la stricte monotonie).
Soit f ∈ D(I). La fonction f est strictement monotone sur I si f ′ est de signe constant sur I et
s'il n'existe pas d'intervalle (non réduit à un point) inclus dans I sur lequel f ′ est identiquement
nulle.

II.6 Théorèmes de prolongement

Théorème 21 (Prolongement par continuité).
Soient a ∈ R, D ⊂ R, f ∈ F (D ,K) et h > 0 tel que [a− h, a+ h]\{a} ⊂ D .

(i). Si a ∈ D , alors f est continue en a si et seulement si elle est continue à droite et à
gauche en a.

(ii). Si a 6∈ D , alors f admet une limite ` en a si et seulement si elle admet ` pour li-
mite à droite et à gauche en a. Si ` est �ni, la fonction f̃ est continue en a, où
f̃ : D ∪ {a} → K

x 6= a 7→ f(x)
a 7→ `

La fonction f̃ est le prolongement par continuité de f en a.

Exercice 25.
1. Soit a ∈ R. Montrer que la fonction f : x 7→ x3−a3

x−a est prolongeable par continuité sur R.
2. Soit f : R? → R, x 7→ sinx

x . Montrer que f est prolongeable par continuité sur R.
Théorème 22 (Théorème de la limite de la dérivée).
Soient a ∈ I et f une fonction continue sur I et dérivable sur I\{a}. Si lim

x→a
f ′(x) = `, alors

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= `.

En particulier,

(i). Si ` est �ni, alors f est dérivable en a et f ′(a) = `.

(ii). Si ` est in�ni, alors f n'est pas dérivable en a. La courbe représentative de f admet une
tangente verticale en a.

Exercice 26.
1. Montrer que la fonction x 7→ x2 ln(x) est prolongeable en une fonction de classe C 1 sur R+.

2. La réciproque est fausse. Soit f dé�nie pour tout réel non nul x par f(x) = x2 sin 1
x et

f(0) = 0. Montrer que f est continue sur R et dérivable sur R mais que f ′ n'admet pas de limite
en 0.

Corollaire 23 (Théorème de prolongement de classe C k).
Soit k ∈ N ∪ {∞}. Si f est une fonction de classe C k sur I\{a} et pour tout i ∈ J0, kK, f (i)

possède une limite �nie en a, alors f admet un prolongement de classe C k sur I.

Exercice 27. Montrer que la fonction dé�nie sur R∗+ par f(x) = e−
1
x est prolongeable en une

fonction de classe C∞ sur R.
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III. Suites récurrentes
Soit (un) une suite dé�nie par récurrence par u0 ∈ D ⊂ I et, pour tout entier naturel n,
un+1 = f(un).3
1. Montrer que la suite (un) est bien dé�nie, i.e. ∀ n ∈ N, un ∈ I. En général, on montre que
f(D) ⊂ D.

2. Convergence de u. Si f est continue et u converge vers `, alors ` est un point �xe de f . Ces
points �xes sont obtenus par l'étude de g : x 7→ f(x)− x.

a) Si f est contractante sur D, i.e. il existe k ∈ [0, 1[ tel que f soit k-lipschitzienne. Si f admet
un point �xe `, il est unique et u converge vers `. On obtient également une majoration de la
rapidité de convergence.

b) Si f est à valeurs réelles et g est de signe constant. La suite u est monotone. Sa monotonie
dépend du signe de g.

c) Si f est à valeurs réelles et croissante. La suite u est monotone. Sa monotonie dépend de la
comparaison de ses deux premiers termes.

d) Si f est à valeurs réelles et décroissante. Alors, f ◦ f est croissante et les suites (u2n) et
(u2n+1) sont monotones et de monotonies contraires. Si elles convergent vers une même limite,
alors u converge.

Exercice 28. Étudier la suite dé�nie par u0 ∈ R et pour tout n entier naturel, un+1 = 2un − u2
n.

Exemple d'étude asymptotique de suite récurrente

Exercice 29. Soient a > 0, I = [0, a] et f : I → R continue telle que :
(i). pour tout x ∈]0, a], 0 < f(x) < x ;

(ii). il existe α > 0 et c > 0 tels que f(x) = x− cxα+1 + o0

(
xα+1

)
.

Soit (un) la suite dé�nie par u0 ∈ I\ {0} et pour tout n > 0, un+1 = f(un).

1. Montrer que la suite (un) converge et déterminer sa limite.

2. a) Soit γ un réel non nul. Montrer que uγn+1 = uγn − cγuα+γ
n + o

(
uα+γ
n

)
.

b) Montrer qu'il existe γ tel que la suite
(
uγn+1 − u

γ
n

)
converge dans R∗.

3. En déduire un équivalent de la suite (un).
On pourra utiliser le lemme de Cesarò.

4. Applications. Déterminer, pour chacune des suites suivantes, un équivalent simple.

a) Soit u dé�nie par u0 ∈ ]0, π[ et pour n > 0, un+1 = sin(un).

b) Soit u la suite dé�nie par u0 > 0 et pour n > 0, un+1 = ln(1 + un).

Programme o�ciel (PCSI)
Techniques fondamentales de calcul en analyse (p.9)
Nombres réels et suites numériques (p. 12)
Limites, continuité et dérivabilité (p. 13)
Analyse asymptotique (p. 16)
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