m Chapitre 8 =

Suites et séries de fonctions

Notations.
m [ désigne un intervalle de R non vide et non réduit a un point.
m (fn)nen et f désignent des fonctions définies sur I & valeurs dans K (ou K est R ou C).

I. Modes de convergence

1.1 Convergence simple

Définition 1 (Convergence simple).
La suite (fp)nen converge simplement sur I vers la fonction f si pour tout x € I, la suite
(fn())nen converge vers f(x), i.e.

Veel,Ve>0,3n,. eN; Vn=ng,, |fulr)— flz) <e.

Exercice 1. Etudier la convergence simple des fonctions définies par
_ nz n _ . | 2m
L fo(z) = {55 sur Ry 2. folz) = kZ:O (1f;2)k qr R 3 falz) = ml_l)I_Ii_loo (cos (nlmx))
= sur R.

Propriétés 1 (Propriétés stables par convergence simple).
On suppose que (fy)nen converge simplement sur I vers f.

(7). Si, a partir d’un certain, f,, est & valeurs positives, alors f est & valeurs positives.

(7). Si, a partir d’'un certain rang, x — f,(z) est croissante, alors f est croissante.

Exercice 2.

1. Pour tout x réel et tout entier naturel non nul, on pose f,,(z) = Si%x). Prouver la convergence

simple sur R de la suite (f,)nen+ puis étudier la convergence simple sur R de la suite (f])nen=-

2. Pour tout x € [0,1] et tout entier naturel n, on pose f,(z) = n2x(1 — 2%)". Prouver la

convergence simple sur [0, 1] de la suite (fy,)nen puis déterminer le comportement asymptotique

1
de la suite </ fn(x) dx) )
0 neN

3. Pour tout = €]0,1] et tout entier naturel n non nul, on pose fn(z) = n?zsi 0 < z < 1 et
fa(z) = Lsi L <2 < 1. Montrer que la suite (fy,),en+ converge simplement sur ]0,1]. Etudier

1 1
la convergence des intégrales / fn(x) dx et / f(x) dz.
0 0

1.2 Convergence uniforme

Définition 2 (Convergence uniforme).
La suite (fn),cy converge uniformément sur I vers la fonction f si

Ve>0,3n.eN; V(z,n) eI XN, [n=2n. = |fulz)— f(x)] <g].
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Exercice 3. Pour tout entier naturel n, on pose f, :  — z™. Montrer que, pour tout réel a €]0, 1],
(fn)nen converge uniformément sur [0, a] vers la fonction nulle.

Propriété 2 (Simple vs. Uniforme).
| Si (fn)nen converge uniformément sur I vers f, alors ( f,,)nen converge simplement sur I vers f.

Exercice 4. Pour tout entier naturel n, on pose f, : = +— z™. Montrer que la suite (f,,) converge
simplement sur [0, 1]. Montrer que (f,,) ne converge pas uniformément sur [0, 1].

Définition 3 (Norme infinie).
Si f est une fonction bornée sur I, la norme infinie de f sur I est

[fllso,r = sup |f ()]
xzel

Propriété 3 (Norme de la convergence uniforme).
La suite (fn)nen converge uniformément sur I vers la fonction f si et seulement si, & partir
d’un certain rang, la fonction f,, — f est bornée et m | fn = flloos = 0.

oo ;

li
n—

Exercice 5.

1. Pour tout réel positif 2 et tout entier naturel n, on pose f,(z) = 7 e™"*. Montrer que (fy)nen
converge uniformément sur R;.

2. Pour tout réel x et tout entier naturel non nul n, on note f,(z) = 2+ % Montrer que (fn)nen
converge uniformément sur R mais que f, n’est pas bornée.

3. Montrer que Y f, converge uniformément sur I si et seulement si > f,, converge simplement

+00
sur I et lim > fr
n—-+o0o k=n+1

=0.
o0o,l

Propriété 4 (Convergence uniforme & Majoration).
La suite (fn)neny converge uniformément sur I vers f si et seulement s’il existe une suite
numeérique (ap)nen de limite nulle telle que, & partir d’un certain rang,

V:L‘ € Ia |fn(x) —f(l‘)| < Q-

Exercice 6.

o~ (-1
1. Montrer que <Z e ) converge uniformément sur [1, 2].
k=1

2. a) On suppose que (fy)nen converge uniformément sur I vers f. Soit (zy,)nen une suite d’élé-
ments de I. Alors, (fn(zn) — f(2n))nen converge vers 0.

v/
14+nz? "

b) Pour tout réel = et tout entier naturel n, on pose fy(r) = Montrer que (fn)nen

converge simplement mais non uniformément sur R,.

Propriété 5 (Convergence uniforme sur tout segment).
On suppose que (fn)nen converge uniformément sur I vers f. Alors, pour tout segment [a, b]
inclus dans 1, la suite (fy,)nen converge uniformément sur [a, b] vers f.

Exercice 7. Montrer que la réciproque est fausse.
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1.3 Convergence normale d’une série de fonctions

Définition 4 (Convergence normale).

n
Soit (fy) une suite de fonctions bornées sur I. La suite (Z fk) converge normalement
) . . k=0 neN
sur I si la série numérique ) || f,|| . ; converge.
Exercice 8.

1. Montrer que s'il existe une suite (a,) telle que > ay, convergeet Vn € N,V € I, |fn(2)] < an,
alors ) f,, converge normalement sur .

g
2. Montrer que Y %;w) converge normalement sur R.

3. Montrer que ‘% converge normalement sur tout segment de R.

Propriété 6.

n n
Si (Z fk> converge normalement sur I, alors <Z fk) converge uniformément sur 7.
k=0 k=0

=nr
T+n

Exercice 9. En étudiant sur [1, 2], montrer que la réciproque de ce théoréme est fausse.

Propriété 7 (Convergence normale sur tout segment).
On suppose que Y f, converge normalement sur I. Alors, pour tout segment [a, b] inclus dans
I, la série ) f,, converge normalement sur [a, b].

Exercice 10. En utilisant la série géométrique, montrer que la réciproque de ce théoréme est
fausse.

I1. Propriétés préservées par convergence uniforme

Notation.
m Dans toute cette section, (fy,)nen converge uniformément sur I vers la fonction f.

Exercice 11.

1. a) Bornées. Si, pour tout entier naturel n, la fonction f, est bornée sur I, alors f est bornée
sur I.

n

721 Montrer que

b) Pour tout réel = €]0,1[ et pour tout entier naturel n, on note f,(x) =
(fn) ne converge pas uniformément sur |0, 1[.

2. Combinaisons linéaires. Soit A € K. On suppose que (fy,)nen converge uniformément sur I vers
f et (gn)nen converge uniformément sur I vers g. Alors, (Af, + gn)nen converge uniformément
sur I vers Af +g.

3. Gare aux Produits. Pour tout réel = et tout entier naturel n non nul, on pose f,(x) =z + %
Montrer que (f,,) converge uniformément sur R mais que (f?) ne converge pas uniformément sur

R.

II.1 Convergence uniforme & Continuité

Théoreme 1 (Préservation de la continuité).
On suppose que (f,) converge uniformément sur I vers f. Si, pour tout entier naturel n la
fonction f,, est continue sur I, alors la fonction f est continue sur I.
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Exercice 12.

1. Pour tout réel z € [0, 1] et tout entier naturel n, on pose f,(x) = z™. Montrer que (fy,)nen ne
converge pas uniformément sur [0, 1].

2. Montrer que ce résultat reste vrai si (f,) converge uniformément sur tout segment de I.
3. Pour tout z réel, on définit sur [0, 1] la fonction continue par morceaux f, par f,(x) = 0
si o < L et, pour tout k € [I,n —1], fu(z) = 1 siz € }k+1’ k} Montrer que (f,) converge
uniformément sur [0, 1] mais que sa limite n’est pas continue par morceaux.
Corollaire 2.
Soit (fn)nen une suite de fonctions continues sur I telles que ) f,, converge uniformément sur
+oo
I. Alors, > f, est continue sur I.
n=0
Exercice 13.

1. Montrer que ce résultat reste vrai si (f,,) converge uniformément sur tout segment de I.

2. Montrer que exp : x Z " est continue sur R.
n=0

+00
3. Montrer que la fonction ¢ : 2 — > -L est continue sur |1, +ool.
n=1
Théoreme 3 (Théoréme de la double limite, Admis).
Soit (fn)nen une suite de fonctions qui converge uniformément sur I vers une fonction f et
xo € I. S’il existe une suite de réels (£, )en telle que pour tout entier naturel n, tlim fn(t) = by,
— X0

alors (£, )nen converge et
lim f(t) = lim 4,.

t—xo n——+4oo

Corollaire 4. B
Soient (fn)nen une suite de fonctions définies sur I et zp € 1. Si, pour tout entier naturel n,
fn converge en xg et Y f,, converge uniformément sur I, alors » <tlim fn(t)> converge vers
— X0
“+o0o
un scalaire £ et lim Y fp(x)=~¢.

T—TQ n=0

Exercice 14.

1. Montrer que 3611)11100 ((x) =

2. En utilisant la série géométrique, montrer que ce résultat ne s’applique pas si la convergence
est uniforme sur tout segment de I.

I1.2 Convergence uniforme & Intégration

Théoreme 5 (Interversion limite / intégrale).
Soit (fn)nen une suite de fonctions continues qui converge uniformément sur le segment [a, b].

Alors,
b
[ peyae= i / Fnl8)
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Exercice 15.
1. Montrer que ce résultat peut étre faux si la convergence est simple mais non uniforme.

2. Pour tout réel z positif et pour tout entier naturel n, on pose

2.2k sizelkk+3],k<n
fnlx) = 2-k+711_x size[k+35,k+1],k<n
0 sinon.

+0oo
a) Montrer que / fn(x) dx est convergente et déterminer sa valeur.
0

b) Montrer que (fy,)nen converge uniformément sur R vers la fonction nulle.

Corollaire 6 (Interversion série / intégrale).
Soit (fn)nen une suite de fonctions continues telle que Y f,, converge uniformément sur le

segment [a, b]. Alors,
b [+ 400 p
/ (an@)) =Y [ s
@ \n=0 n=0"?

Exercice 16.
+m n

1. Montrer que, pour tout réel x €] —1,1[, > % = —In(1 — z).
n=1

2. Montrer que, sur un ensemble & préciser,

arctan(z) = Z(—l)”
0

I1.3 Convergence uniforme & Dérivation

Théoreme 7 (Limite de dérivées).
Soit h une fonction définie sur I telle que

(i). Vn €N, f, soit de classe € sur I,

(73). (fn)nen converge simplement sur I vers f,

(#i1). (fy)nen converge uniformément sur I vers h.

Alors, la fonction f est de classe €' et f' = h. De plus, (fn)nen converge uniformément sur
tout segment de I vers f.

Exercice 17.

1. En ¢tudiant la suite f,(z) = /-5 + 22 sur [—1,1], montrer que (f,) converge uniformément
sur [—1,1] vers la fonction valeur absolue, mais que (f)) ne converge pas uniformément sur
[—1,1].

2. En étudiant la suite f,(z) = %, montrer que (f,) converge uniformément sur R vers 0
mais que la suite des dérivées ne converge pas simplement sur R.

3. En étudiant la suite f,(x) = e, montrer que (fn) converge simplement mais non uniformé-
ment sur Ry alors que (f)) converge uniformément sur R.
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Corollaire 8 (Extension ).
Soient k € N* et (go, ..., gx) des fonctions sur I tels que

(i). Y n €N, f, est de classe €% sur I,

(14). ( fT(Lk)> converge uniformément sur I vers g,
neN

(#i1). pour tout j € [0,k — 1], ( 7(3)) y converge simplement sur I vers g;.
ne

Alors, la fonction go est de classe €% et pour tout j € [0,k], g; = g(()j).

Corollaire 9.

Soit (fp) une suite de fonctions définies sur I telles que
(). Pour tout entier naturel n, la fonction f, est de classe ¢! sur I,
(7). Y f), converge uniformément sur I.

(7i1). > fn converge simplement sur I,

400 —+o00 ! “+o0
Alors, la fonction Y f,, est de classe € sur I et (Z fn> => fl.
n=0 n=0

n=0

Exercice 18.

1. Etendre le résultat précédent aux fonctions de classe €*.

“+o0o
2. Montrer que la fonction ¢ est de classe ¢! sur |1, +oo] et que {'(z) = — > h;(f).
n=1
. +“)ﬁdk
3. Soit z € C. Pour tout réel ¢, on pose g(t) = > 7. Montrer que g est de classe € sur R
n=0

et que pour tout entier naturel k, g®) : t — 2F et%.

Convergence d’une suite de fonctions de répartition

Exercice 19. (Cas particulier du deuxiéeme théoréeme de Dini) Soit (X,,),en une suite de variables
aléatoires telles que, pour tout n € N,

(i). X, est & valeurs dans {0, %, %, ey ”T_l}

(i0). P (Xn = £) = aq (o7 =1}, 0t @y = 15—
ST,
k=0

(7i1). F,, est la fonction de répartition de X,.

1. Déterminer un équivalent de (ay,).
2. Déterminer une expression de Fj, sans signe somine.
3. Montrer que (F},) converge simplement vers une fonction continue f.

4. Montrer que cette convergence est uniforme.

Programme officiel (PSI)

Suites et séries - B - Suites et séries de fonctions (p. 13)
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