m Chapitre 9 =
Séries entiéres

Notation.
m %(0, p) désigne la boule euclidienne (sur C) centrée en 0 et de rayon p.

I. Rayon de convergence des séries entiéres
1.1 Définition

Définition 1 (Série entiere).
Soit (a,) une suite de nombres complexes. La série Y an2™ est la série entiére de la variable
complexe z. Les nombres a,, sont les coefficients de la série entiére.

Exercice 1. Montrer que

+o0 Too
L = X 2"V 2 € Z(0,1), Sn(l-a)=- 3 2 vre] 1,1
T 2n+1 +oo
2. arctan(z) = ) (—1)7112n+1 Vel —1,1] 4. ¢ =3 %’ VzeC.
n=0 n=0

Lemme 1 (Lemme d’ABEL).
Soient ) anz™ une série entiére et zg € C. Si (an2{)nen est bornée, alors pour tout nombre
complexe z,

|z] < |z0| = Zanz" converge absolument.

Propriété 1.
Soit Y an,z™ une série entiére. L'ensemble I = {r € Ry ; (a,r") est bornée} est un intervalle
de R4 contenant 0.

Définition 2 (Rayon de convergence).
Le rayon de convergence de la série Y a,z" est le réel

p=sup{r € Ry ; (a,r™) est bornée},

oll p = 400 si 'ensemble n’est pas borné.
Dans le cas ou la variable est complexe, le disque ouvert de convergence est le disque %(0, p).
Dans le cas ou la variable est réelle, 'intervalle ouvert de convergence est U'intervalle | — p, pl.

Exercice 2.
1. Déterminer les rayons de convergence des séries exponentielle et géométrique.
P : n 1.n
2. Déterminer le rayon de convergence de ) nz" et de ) -2".
n

3. Déterminer le rayon de convergence de Y nlz" et de ) sin(n)z".

Propriété 2 (Convergence & Rayon de convergence).
Soit > a,z™ une série entiére de rayon de convergence p. Alors, pour tout zy € C,

(7). si zg € A(0,p), alors la série ) a2} converge absolument.

(7). si |z0| > p, alors ) anz{ diverge grossiérement.

. - . L. n n L, .
Exercice 3. Etudier les séries ) nz", Y %5 et ) = sur les extrémités de leur intervalle de
convergence.
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1.2 Détermination pratique du rayon de convergence

Théoréme 1 (Théoréme de comparaison).

og Soient Y anz™ et Y b,z" deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs p, et pp.
(7). Si an = O(by,), alors pg = pp.
(73). Si ay, ~ by, alors p, = pp.
(7i1). Si a, = nby, alors p, = pp.

n!

. A . 2 . 3
Exercice 4. Déterminer les rayons de convergence et la somme des séries ) 2™ et ) 2",

[Rayon de convergence de ) | %zn ? Ici avec Stirling, plus loi avec d’Alembert. J

Propriété 3 (Regle de d’ALEMBERT).
Soit Y a,z™ une série entiére. On suppose que, a partir d’un certain rang, le coefficient a,

an+41
an

est non nul et qu’il existe £ € Ry U {400} tel que (

) tende vers £. Alors, le rayon de

n 1
convergence de ) a,z" vaut 7.

Exercice 5.
1. Reprendre les exemples précédents.
2. Soit § € R\ {0}. Déteminer le rayon de convergence des séries entiéres de coefficient

a) sinh(n) b) sin(nQ!/n).

cosh(n)2"

3. Soit (ay,) la suite définie pour tout n entier naturel par ag, = 22% et agpt1 = 3271% Déterminer
le rayon de convergence de »_ a,z" et étudier le comportement asymptotique de (an+1/an).

Q.g 4. Déterminer le rayon de convergence de la série > 2" In(n)22".

1.3 Propriétés algébriques

Théoreme 2 (Somme & Produit de CAUCHY de séries entieres).

Soient Y anz™ et Y b,z" deux séries entieres de rayons de convergence respectifs p, et pp.
n

Pour tout entier naturel n, on pose ¢, = > agb,_g. Alors,
k=0

(7). > (apn + by)z™ a un rayon de convergence supérieur ou égal & min{p,, pp}.

(7). > cp2™ a un rayon de convergence supérieur ou égal & min{pg, pp }-

De plus, pour tout z € C tel que |z| < min{p,, pp}, alors

400 400 +o00 +o00 400 400
IIEINEES SIS ST S (Z ) | (Z b) |
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Exercice 6.

1. Déterminer un exemple ou Y (ay, + b,)2z"™ a un rayon de convergence strictement plus grand
que le minimum entre p, et pp.

+oo
; | 2. Déterminer les rayons de convergence des séries f(z) =1 -2z, g(z) = > 2" et f-g.
n=0

3. Monter que > (n + 1)z™ est un produit de séries entiéres de rayon de convergence égal a 1 et
que son rayon est égal a 1.
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I1. Séries entiéres de la variable réelle

Dans toute cette partie, les séries entiéres sont considérées comme étant de la variable réelle.

I1.1 Régularité

Propriété 4 (Convergence normale sur tout segment).
Soit 3" a,z™ une série entiére de rayon de convergence p. Pour tout (a,b) €] — p, p[? tels que
a < b, la série entiére ) apz™ est normalement convergente sur [a, b].

Exercice 7. Montrer qu’il n’y a pas nécessairement convergence normale sur | — p, p|.

Théoreme 3 (Continuité, Primitive, Dérivée).
Soit > anx™ une série entiére réelle de rayon de convergence p > 0 et de somme f.

(7). f est continue sur | — p, pl.
(73). Pour tout segment [a,b] C] — p, p[, la fonction f est intégrable sur [a, b].

(797). Si F est une primitive de f, alors

+oo
an
vxe]_pap[’ F($)—F(0):Zn+1$ +1'
n=0
(1v). f est de classe €°° sur | — p, p| et
k ~— k
Vael—ppVEkeN, fl Km)zZmanx”* .
n=k '

too 2n
Exercice 8. Pour tout « €] — 1, 1], déterminer Zo Tz T
n=
Propriété 5 (Continuité, Admis).
| La série de la variable complexe ) a,,z" est continue sur son disque ouvert de convergence.

Propriété 6 (Coefficients & Dérivation).
Soit Y a,z™ une série entiére de la variable réelle de rayon de convergence non nul et de somme
f. Alors, pour tout entier naturel n,

F(0)

n!

QAp —

Théoreme 4 (Unicité).
Soient > anz™ et > bpa™ deux séries entieres de rayons de convergence non nuls. S'il existe

r > 0 tel que
“+oo —+00
Vel —rr| Zanx" = anx",
n=0 n=0

alors pour tout entier naturel n, a, = b,.
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I1.2 Développement en série entiére au voisinage de 0

Définition 3 (Fonction développable en série entiére).
Soit f une fonction d'un intervalle I de K contenant 0 en son intérieur et r > 0. La fonction
f est développable en série entiére sur I'intervalle | — r, r[ il existe une suite (a,) telle que

Exercice 9. Déterminer la forme du développement en série entiére d'une fonction paire (resp.
impaire) développable en série entiére.

Définition 4 (Série de TAYLOR).
Soit f une fonction de classe € de I (intervalle contenant 0) dans R. La série de Taylor de

f (en 0) est > %x”.

Théoréme 5 (Série entiere & Série de TAYLOR).

Soit f une fonction développable en série entiére sur un intervalle | —r, r[. Alors, f est de classe
€ sur | —r,r|, sa série de Taylor a un rayon de convergence supérieur a r et f est égale a la
somme de sa série de Taylor.

Réciproquement, pour toute fonction f de classe € sur | — r,r[, f est développable en série
entiére sur | — r, r[ si et seulement si elle est la somme de sa série de Taylor, i.e. si et seulement
si

T —tN
Vael—rr], limn =07

(N+1) —
N—+oo Jo N! f (t) di = 0.

Exercice 10.
1. Reprendre I'exemple de la fonction exponentielle.

2. La fonction x +— exp(—1/22) est-elle développable en série entiére ?

III. Détermination pratique

1I1.1 Exemples de développements en séries entiéres

1. a) Soit a € C*. Déterminer le développement en série entiére et le rayon de convergence de
1
Z =

z—a’

1

b) En déduire le développement en série entiére de x +—> T 2w cos(a) T2

2. Déterminer le développement en série entiére de x + In(1 + z + 2?).

3. Déterminer le développement en série entiére de x — (143%)2

4. Soit f:xz+— a%). Déterminer une équation différentielle linéaire d’ordre 1 satisfaite par f,
puis en déduire le développement en série entiére de f.
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IT1.2 Formulaire

Soient z € C et a € R.
e* =3 5 , p=+00
sin(z) = > (-1 oSy , p =400
cos(z) =5 (—1)"% , p=+00
sinh(z) = Z::o eTEsI , p =400
cosh(z) = Zo Gyt , p=+o0
= =) 2" ,p=1

o0
In(l+2) =3 (-1 p=1

o0
(1+a)> =14y @lentlyn )y

n!

arctan(z) = . (—1)"L"0 L p=1

; _ (2n)! 2n+1
aresin(e) - = 2. wrip
n—=

+oo _1\n92n—1
Exercice 11. Déterminer 20 (1()T2)'

IV. Fonctions génératrices

Notation.
m Les variables aléatoires sont réelles, discrétes, & valeurs dans N.

Définition 5 (Fonction génératrice).
Soit X une variable aléatoire discréte & valeurs dans N. La fonction génératrice de X est la
série entiéere

+oo
Gx : t—=E[tN] =) P(X =k)-t*
k=0

Exercice 12.

1. Déterminer les fonctions génératrices d’une variable aléatoire de loi. . .

a) ...constante presque stirement. d) ... Binomiale.
b) ...de Bernoulli. e) ...de Poisson.
¢) ...uniforme sur [0, n]. f) ...géometrique.

2. Montrer que, si X est bornée, alors Gx est une fonction polynomiale.

Propriété 7 (Rayon de convergence).
Le rayon de convergence d’une fonction génératrice est supérieur ou égal a 1.
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Propriété 8 (Fonctions génératrices & Loi).
Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes & valeurs dans N. On suppose qu’il existe un
réel 7 > 0 tel que pour tout ¢t € [—r,7], Gx(t) = Gy (t). Alors, X et Y suivent la méme loi et

I
VneN,P(X =n)= mGg()(o).

Théoréme 6 (Espérance & Variance).
Soit X une variable aléatoire discréte & valeurs dans N de fonction génératrice G x.

(7). X admet une espérance finie si et seulement si Gx est dérivable en 1. Alors,
E[X] = G (1).

(77). X admet une variance finie si et seulement si G x est deux fois dérivable en 1. Alors,
EX (X —1)] = G%(1).

Exercice 13.
1. Lorsqu’elle existe, exprimer la variance de X en fonction de G (1) et G’ (1).

2. Reprendre les exemples concernant les lois classiques.

Propriété 9 (Indépendance & Fonction génératrice).
Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes de fonctions génératrices Gx et Gy . Alors,

Gxiy =Gx - Gy.

Exercice 14. Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans [0, 2] de loi conjointe

P(X=0Y=0=P(X=1Y=1)=P(X=2Y=2)=

P(X=0Y=2=P(X=1Y=0=P(X=2Y=1)=

S OINO| -

P(X=0Y=1)=P(X=1Y=2=P(X=2Y=0)=

Déterminer les lois de X et de Y. En déduire les fonctions génératrices Gx, Gy et Gxiy.

Théoréme 7 (Somme de variables aléatoires indépendantes).

(7). Soient p € [0,1] et (Xy,...,X,) des variables aléatoires discrétes indépendantes et de

n
méme loi de Bernoulli de paramétre p. Alors, Y X}, suit une loi binomiale de paramétres
k=1
(n,p).
(77). Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson de parameétres
respectifs A et p. Alors, X + Y suit une loi de Poisson de paramétre A + p.

Exercice 15.

1. Soient X une variable aléatoire de loi #(n,p) et Y une variable aléatoire de loi Z(m,p). Si
X et Y sont indépendantes, déterminer la loi de X + Y.

2. Soient n € N, (Xg)re[,,] une suite variables aléatoires indépendantes et de mémes lois et T
une variable aléatoire & valeurs dans [1,n] indépendante des (X}).
T(w)
a) Déterminer la fonction génératrice de S : w+— > Xy(w) en fonction des fonctions généra-
k=1
trices de X7 et de T'.
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b) Identité de WALD. Si X et T sont d’espérances finies, montrer que S est d’espérance finie
et E[S] =E[X1]E[T].

¢) Déterminer la valeur moyenne obtenue en sommant le résultat de T' lancers de dés, lorsque
T suit une loi uniforme sur [1, 6].

Un cas particulier du théoréme d’ABEL

Exercice 16. Soit (a,,) € RN et R € RY tels que Y. a,a™ soit de rayon de convergence R. Pour

+o0o
tout = €] — R, R[, on pose f(z) = > anx™. On suppose que Y a, R™ est convergente, on note
n=0

n
Sp = > apRF et S sa limite.
k=0

1. Montrer que f est continue sur | — R, R].

2. En considérant une fonction f, montrer que ’on peut se ramener au cas ou R = 1 sans perdre
de généralité.
On supposera dans la suite que R = 1.

+o00
3. Montrer, pour tout = €] — 1,1[, la relation f(z) = (1 —z) > Spa™.

n=0

4. En déduire que f est prolongeable par continuité 1.

Programme officiel (PSI)
Suites et séries - C - Séries entiéres (p. 16)
Probabilités - B - Variables aléatoires discrétes - ¢) Variables aléatoires & valeurs dans N.
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