m Chapitre 12 =
Intégrales a paramétre

Notations.
m K désigne R ou C.
m ], J désignent des intervalles de R non vides et non réduits a un point.

Exercice 1.

1. Soit f, = %]l[om}. Montrer que (f,) converge uniformément sur R. Déterminer lim/ fn puis
" JR

JACE

2. Pour tout entier naturel n, on pose f(z) =n?zsiz € [0, 1] et f(z) =n? (2 —z)siz € [1, 2]

et f(z) = 0 sinon. Montrer que (f,) converge simplement sur [0, 1]. Déterminer lim ( / fn>
[0,1]

puis /[071] (li7rln fn).

I. Suites & Séries de fonctions

Théoréme 1 (Théoréme de convergence dominée, Admis).
Soient (fy,) et f des fonctions de I dans K telles que

(7). Régularité. V n e N, f, € €~ (1,K).

/). Convergence. (f,) converge simplement vers f.
(7i7). Régularité de la limite. f est continue par morceaux.
)

. Domination. 1l existe une fonction ¢ définie sur I telle que
* (p est & valeurs positives.
* o€ LY ILRY).
x VneN, |fn] <o

Alors, pour tout entier naturel n, f, est intégrable, f est intégrable et

[ () =t ([ 5)

Exercice 2.

dt
1. Montrer que lim =1
n—+oo Jp 1+ nt?

2. Intégrale de GAUSS. Pour tout n € N et z € R, on pose f,(x) = <1 - %Q)n Ly, /mp(@).

2

+00
a) Montrer que fn— / e ™ dux.
Ry 0
+o0 5
b) Déterminer / e ¥ dux.
0

z
On rappelle le résultat sur les intégrales de WALLIS : \/ﬁ/ cos?" (1) dt — g
0
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Théoréme 2 (Théoréme d’intégration terme a terme, Admis).
Soit (fy) une suite de fonctions définies sur I a valeurs dans K telle que

(i). Régularité & Intégrabilité. V n € N, f,, ¢ Z1(I,K).

(77). Convergence. Y f, converge simplement sur /.

—+o00
(ii7). Régularité de lalimite. > f, € ¢ (I,K).
n=0

(7v). Domination. / | fn| converge.
I
400
Alors, Y f, est intégrable sur I et

[(E#) =2 ()

n=0

Exercice 3. Montrer que

oo [+ —nt 0
1./0 <Z — ) dt=3 —

n=1 n=1

1 +oo
In(1 1)
2. / M dx = E u Déterminer une approximation a 1073 prés de cette intégrale.
0

x = (n+1)?
+oo [+o0 > (=1)"
3. On souhaite montrer que / Z(—l)” e V| qt = Z N
0 n=1 n=1 "

a) Montrer que le théoréme précédent ne s’applique pas.

b) Conclure en appliquant le théoréme de convergence dominée 4 la suite des sommes partielles.

I1. Intégrales dépendant d’un parameétre

Théoreme 3 (Continuité sous le signe intégral).
Soit f: I x J — K telle que

(7). Régularité en le parameétre. V ¢ € J, x — f(x,t) est continue sur I.

(17). Régularité. V x € I, t — f(x,t) est continue par morceaux sur J.

Alors, = +— / f(x,t)dt est continue sur I.
J

Exercice 4.

oo dt
1.SOitF:l‘>—>/ _
1 $+t3

a) Montrer que F' est continue sur R,.

b) Déterminer un équivalent de F' en +o0.
On pourra utiliser le changement de variables ¢ : u — u/Jx.
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(ii7). Domination. 11 existe p € Z(J,Ry) tel que V (x,t) € I x J, |f(z,t)| < o(t).
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+oo
2. Fonction Gamma. Montrer que la fonction I' : x — / t*~Le™t dt est continue sur R? .
0

+o0 3
3. Soit F': 2z — / e ot sm?(t) dt.
0

a) Déterminer 'ensemble de définition de F.

b) Déterminer la limite de F' en +oo.

Théoreme 4 (Dérivation sous le signe intégral).
Soit f: I x J — K telle que

i). Régularité en le parametre. V t € J, z — f(z,t) est de classe € sur I.
( g P : ,

(77). Intégrabilité. V = € I, t — f(z,t) est continue par morceaux et intégrable sur J.
(737). Régularité de la dérivée. V =z € I, t — %(CL‘, t) est continue par morceaux sur .J.

).
).
).
(iv). Domination de la dérivée. 11 existe p € L(J Ry) t.q. V (z,t) € I x J, )%(x, t)‘ < p(t).

Alors, F': z — / f(z,t)dt est de classe € sur I et
J

of

Vaeel, Flz)= ,1) dt.

vel Fa)= | S

Exercice 5.
T ginh ¢ 1 1

1. Montrer que pour tout z > 0, / smar e dt=-1In Tt )

0 t 2 r—1

: oo dt ,

2. Soit Fy,(z) = /0 (CFe=I=s Montrer que F) (z) = —2(n + 1)z F,,11(x). En déduire que,

pour tout réel non nul, F,(x) = m;,?%

Corollaire 5.
Soient f: I x J — Ket ke N* tels que
i). Régularité en le parameétre. V ¢ € J, x — f(x,t) est de classe €% sur I.
(i). Rég P : ,
71). Régularité des dérivées. V j € [0,k],Vz € I, t — of x,t) est continue par morceaux
oxJ
sur J.

(747). Domination des dérivées.

W(m)\ < oi(0)

Vie[0,k],3p; € LUIRY) ;Y (z,t) €T x J, i

Alors, g : ¢ — / f(z,t) dt est de classe €% sur I et
J

) J
Vjiel0,k],Vzel ¢9 )= a—f(a:,t)dt.
J@IJ

Exercice 6.

1. Calculer les dérivées successives de la fonction I
—t
e

dt.
14 at

+o00
2. Fonction de STIELTJES. Calculer les dérivées successives sur Ry de S(z) = /
0
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Transformée de LAPLACE

Exercice 7. Pour toute fonction f € %(Ry,R), on note, lorsqu’elle converge, Z(f)(p) =
+00

/ e P! f(t) dt. La fonction .Z(f) est la transformée de LAPLACE de f.
0

1. Soient A € C et n € N. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer leur transformée
de LAPLACE en précisant son domaine de définition :

a)t— 1. b) t - e, ©) ¢t t".

2. On suppose que f est bornée. Montrer que .Z(f) est définie et de classe € sur R .
3. Théoreme de la valeur finale. On suppose qu’il existe un réel ¢ non nul tel que Em flx) =¢.
(o)

Déterminer un équivalent de Z(f) en 0.

On suppose qu'il existe py > 0 tel que, pour pour tout p > po, t — e Pt f(t) est intégrable sur

R..

4. Montrer que Z(f) est définie et continue sur |pg, +0o0.

5. Théoréme de la valeur initiale. On note ¢ = hm+ f(t). Déterminer un équivalent de .Z(f) en
t—0

+00.

Programme officiel (PSI)
Intégration - e, f (p. 18, 19)
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