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STANISLAS
Exercices

I. Natures de séries entiéres

Exercice 1. (#1) Soit @ > 0. Déterminer la nature des séries de terme

général
2
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Exercice 2. Déterminer la nature des séries de terme général

up = sin [7(2 — v/3)"] et v, = sin [7(2+ V3)"].

Exercice 3. [Mines| Soit o € R. Déterminer la nature des séries de terme

général :
(=n" =" : /
1. w3 sin(n) " 2. () F (= 1)ne - 3. sin <7T n2 + ,1‘2).

Exercice 4. [Mines| Etudier la convergence des séries de termes généraux :

__1yncos(In(n)) cos(In(n)) cos(In(n))

1. (—1yncesinG), 2, coslln(m) 3, ()
+oo

Exercice 5. (Fonction Zeta) Pour tout x > 1, on pose ((z) = n%

=1
1. Montrer que ( est décroissante et en déduire qu’il existe £ En RU{+o0}
tel que 1ir+n( =/.
1

N
2. Si ¢ € R, montrer que pour tout N € N*, £ > > %

k=1
3. En déduire la valeur de /.
+o0
4. Montrer que lim (z — 1) L =1
z—1+ n=1
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Exercice 6. [Mines] Pour tout (p,q) € (R.)?, montrer que

n p+11ng

Exercice 7. (#7) Soit (a,3) € R2. Déterminer, en fonction du couple
(=~

(a, B), la nature de la série de terme général u,, = Py L

Exercice 8. Ftudier la convergence de la série obtenue & partir de la série
harmonique en supprimant tous les entiers n dont ’écriture en base 10
contient le nombre 5.

Exercice 9. [Mines] Pour tout n > 1, on note (E,,) I’équation

T +71LJJ2+5672:0.

1. Montrer qu’il existe un unique réel positif x,, qui soit solution de (E,,).
2. Montrer que la suite (x,) converge et déterminer sa limite.

3. Déterminer la nature de > (1 — x,,).

Exercice 10. Soit A €]0, 1].

1. Montrer qu’il existe un unique réel positif x,, solution de

Zkl

2, Montrer que (x,)nen est une suite croissante.

3. Montrer que lim x, = 4o0.
n—+oo

I1I. Calculs de sommes

Exercice 11. (A partir de la constante d’EULER, ©) On admet qu’il existe
un réel vy tel que lim (H, —Ilnn) =~.
n—+00

2n 1k k
1. Montrer que ) % = H,, — Hy,. En déduire que ) (7,6)

converge
_ k=1

et déterminer sa somme.

2. Dans cette question, on suppose que asp+1 = aspt2 = l et agpr3 = —1.

Déterminer la nature de la série ) G-

3. On suppose maintenant que aqpt+1 = Aant+2 = 1 et A4nt3 = Gantq =
—1.
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Exercices 11

PSI

a) Montrer que, pour tout IV entier naturel,

i\f: 1 - 1 _/11_$4N+4dx
Lo \dk+1 4k +3 Jo 1422 '

+00
b) En déduire que ) (L — L) =

SR

4k+1 4k+3

¢) En déduire que Y. % =T 4 11n(2).
n=1
Exercice 12. (Décompositions en éléments simples, O)

1. Déterminer des réels a, 3, v, § tels que pour tout entier naturel n,

n%+9n +5 _« B v 0
(n+1)2n+3)2n+5)(n+4) n+1 2n+3 2n+5 n+4

Up —

2. Montrer la convergence puis déterminer la somme de la série de terme
général u,,.

Exercice 13. En utilisant un produit de Cauchy, déterminer la valeur de
“+o0o

S (n+1)37"

n=0

ITI. Découverte d’autres méthodes

Exercice 14. (Critére de condensation de CAUCHY)

1. Soit (an)nen+ une suite décroissante de réels positifs. Montrer que
> ay, converge si et seulement si Y 2"agn converge.

2. Retrouver le critére de convergence des séries de RIEMANN.

3. Montrer que la série de BERTRAND Y —— converge si et seulement
n(lnn)P
sifg>1.

Exercice 15. (Regle de DUHAMEL) Soit (u,) une suite de termes stricte-

ment positifs.

L. Montrer que si “25 =1 — g +0 (1), alors
(7). si > 1, alors ) u, converge.
(7). si B < 1, alors > u, diverge.
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2. Déterminer la nature de la série de terme général n!ln(l +
1)---In(1+1).

Exercice 16. (Produit infini) Pour tout entier naturel n, on pose u, =
n

(-

- En etudiant 1a suite In(uy,), montrer que (u,) converge vers 0.

2. Montrer qu’il existe a > 0 tel que u, ~ ﬁ
On pourra utiliser ’ezxistence de la constante d’EULER.

Exercice 17. Soit z € C tel que |z| < 1. Montrer que, pour tout p € N*,

n=0

IV. Avec Python

(="

n+1 °

1. Prouver que la série de terme général u,, est convergente. Donner une
approximation de sa somme S a 1076 pres.

Exercice 18. [Centrale] On pose, pour tout n € N, u,, =

2. Prouver que S = In(2).

3. Soit (vy,) une suite obtenue en permutant les termes de la suite (uy,) :
on prend alternativement deux signes positifs puis un négatif, (v,) =
(1, %, —%, é, %, —%, .. ) Calculer vg50, v251 et vo59.

n n
On pose, pour tout n € N, S, = > up et T, = > vg.

4. Calculer Tosg, Tos1 et Toso. Co,ﬁfgcture? h=0

Sn

5. Conjecturer la limite de la suite <Tn

) puis démontrer la conjecture.

Mathématiciens

EULER Leonhard (15 avr. 1707 a Basel-18 sept. 1783 & St Pétersbourg).

CAUCHY Augustin-Louis (21 aoiit 1789 & Paris-23 mai 1857 & Sceaux).

DuHAMEL Jean-Marie (5 fév. 1797 & St Malo-29 avr. 1872 a Paris).

BERTRAND Joseph (11 mar. 1822 & Paris-3 avr. 1900 & Paris).

RIEMANN Georg Friedrich Bernhard (17 sept. 1826 a Breselenz-20 juil.
1866 & Selasca).

A. Camanes



