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I. Fonctions à valeurs vectorielles

Exercice 1. On suppose que, pour tout t ∈ R, A(t) est une matrice an-
sitymétrique d'ordre n. Soit X une fonction à valeurs dans Mn(R) telle
que X ′ = AX.

1. Déterminer l'équation di�érentielle satisfaite par Y = tXX.

2. Montrer que, s'il existe t0 ∈ R tel que X(t0) soit orthogonale, alors
X(t) est orthogonale pour tout t ∈ R.

Exercice 2. Soient I un intervalle de R et Ω : I → Mn(R) une fonction
dérivable telle que pour tout t ∈ I, Ω(t) ∈ On(R). On suppose que n est
impair. Montrer que, pour tout t ∈ I, det(Ω′(t)) = 0.

Exercice 3. (!) [ESPCI] L'espace vectoriel R2 est muni de sa structure
euclidienne canonique. Soit f ∈ C 1(] − 1, 1[,R2) telle que f(0) = 0 et
f ′(0) 6= 0. Montrer qu'il existe ε > 0 tel que t 7→ ‖f(t)‖ soit croissante
sur [0, ε[.

II. Points particuliers

Exercice 4. Montrer que l'arc paramétré Γ dé�ni par t 7→
(

1
t2−t ,

t
t2−1

)
admet un unique point double et que ses tangentes en ce point sont
perpendiculaires.

Exercice 5. Montrer que la courbe paramétrée t 7→
(
4t−3
t2+1

2t−1
t2+2

)
admet un

unique point singulier, et tracer l'allure de la courbe au voisinage de ce
point.

Exercice 6. On considère l'arc paramétré t 7→
(
t+ 4

t ,
t
3 + 2 + 3

t+1

)
. Étu-

dier les asymptotes et les points singuliers de cette courbe.

Exercice 7. (Cardioïde) [TPE] Soit C la courbe d'équation{
x(t) = 2 cos(t)− cos(2t)

y(t) = 2 sin(t)− sin(2t)
. Tracer cette courbe en précisant les tan-

gentes éventuelles.

III. Avec Python

Exercice 8. [Centrale] Soit L l'arc paramétré dé�ni par

(x(t) =
√

cos2(t) + 4 cos(t) + 3, y(t) = sin(t))

1. Préciser le domaine de dé�nition et faire (avec Python) le tracé de la
courbe. Justi�er les symétries détectées. En déduire un domaine d'étude.

2. Étudier les variations sur le domaine d'étude et faire l'étude aux éven-
tuels points singuliers.

3. Donner l'expression des tangentes à l'origine.

4. Donner une valeur approchée de la longueur de L.

Exercice 9. (Folium de DESCARTES) [Centrale] Pour t 6= −1, soit ϕ(t) =

(f(t), g(t)) avec f(t) = t
1+t3

et g(t) = t2

1+t3
.

1. Tracer avec Python le support de cet arc. Étudier les symétries, réduire
l'intervalle d'étude, déterminer le comportement lorsque t tend vers −1.

2. On remarque la présence d'une boucle. Estimer numériquement la
longueur de cette boucle.

3. Trouver une équation cartésienne de la courbe de la forme F (x, y) = 0.

4. Montrer que trois points distincts ϕ(t1), ϕ(t2), ϕ(t3) sont alignés si et
seulement si t1t2t3 = −1.
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