STANISLAS Séries numériques PSI
Exercices Chapitre TT 2021-2022
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I. Natures de séries entiéres

Indications pour I’exercice 1.

. Calculer un équivalent.

. Calculer un développement limité.

. Comparer & une série géométrique.

. Calculer un équivalent.

. Comparer & une série usuelle.

. Calculer un équivalent.

. Utiliser la forme exponentielle puis calculer un équivalent.

. Comparer & une série de Riemann.
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. Théoréme des séries alternées.

10. Effectuer un développement limité a 'ordre 2.

11. Effectuer un développement asymptotique en 1/ n3/2. ]
Indications pour I’exercice 2. Etudier Y u,, en utilisant un équivalent.
Montrer que (2 —+/3)™ + (2 +v/3)" est un entier pair et en déduire une
relation entre v,, et u,,. O
Indications pour ’exercice 3.

—1)" o .
1. Montrer que u, — (nT)‘l est le terme général d’une série absolument
convergente, puis combiner avec le théoréme des séries alternées.

2. Pour le cas a > 0, utiliser un équivalent.

Pour le cas a < 0, déterminer un équivalent de u,, — % Redémontrer
ensuite un cas particulier des séries de Bertrand.

. 2 . .- p

3. Montrer que u, = (—1)"sin (% +o0 (#)), puis utiliser un dévelop-
Indieations pouiul ‘dxercice 4. O
1. Découper en termes d’indices pairs et termes d’indices impairs puis re-
grouper ces termes en une suite Y  u,. Ecrire ensuite u,,. Montrer ensuite
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que Y cos(In(2n)) (% - 2n1+1> est une série absolument convergente et

que > Cos(ln(2”))2_n Cj:i(ln(%ﬂ)) est majorable, d’aprés le théoréme des ac-

croissements finis, par une série convergente.

2. Poser ny, = Le*”/?’*%ﬂ et mp = Le’r/?’*Qk“J pour montrer que Sy, —
Sh,—1 est minorée par une quantité qui ne tend pas vers 0 lorsque k tend
vers —+00.

Bodicationspoulslexergicedddente. O
1. Travailler avec les sommes partielles puis utiliser le théorémpe de la
limite montonoe.

2. Utiliser la croissance des sommes partielles.

3. Montrer que £ = +o0.

4. Comparaison série / intégrale et théoréme d’encadrement. O

Indications pour I’exercice 6. Comparaison série / intégrale et intégra-
tion par parties pour obtenir le terme dominant. ]

Indications pour ’exercice 7. Si o < 3, utiliser un équivalent.
Si B < «, utiliser un développement limité en 1/n2*~# puis distinguer
les cas a <0, a > 1 et a €]0, 1]. O

Indications pour I’exercice 8. Dénombrer le nombre d’entiers ne conte-
nant aucun 5 compris entre 10% et 105+ — 1. ]

Indications pour I’exercice 9.

1. Dresser un tableau de variations de f,, : x — x> + %:c2 +x—2.
2. Etudier f,(z,.1) pour étudier la monotonie. Montrer ensuite que
I'unique solution de 22 + 2 —2 =0 est 1.

3. Noter x,, = 1 — ¢, et reprendre I'équation f,(x,). O
Indications pour I’exercice 10.

1. Utiliser la monotonie de f,, : z +— Ae® — i %
k=
2. Utiliser le tableau de variations précédent. :
3. Si £ est un réel tel que z, — ¢, utiliser que (1 —X\)e™ < JFZO:O % pour
obtenir une contradiction. . O
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Chapitre 2
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I1. Calculs de sommes

Indications pour I’exercice 11.

1. Distinguer les termes pairs et impairs puis utiliser un développement
limité de H,, — In(n).

2. Etudier Hspi3 — %Hn-i-}

N

3.a) On intégre > (z** —2%+2) qu’on aura au préalable calculé & 1'aide
k=0

des termes de la somme d’une série géométrique.

An-+4

e dt < IN 5 et on utilise la fonc-

1
b) On majore I’'intégrale /
0
tion arctangente.
¢) Etudier (Synv,;) pour i valant 1, 2, 3 puis utiliser une version du
théoréme des suites extraites. ]
Indications pour I’exercice 12.

1. Pour obtenir la valeur de «, on peut multiplier les deux membres de
I’égalité par (n + 1) puis évaluer en n = —1. Pour les autres constantes,
on procéde de maniére similaire.

2. La convergence s’établit via un équivalent. Pour la valeur de la somme,
on pourra faire apparaitre la somme partielle de la série harmonique aux
rangs n+1 et n+4. Concernant les termes en 1/(2n+5), un changement
de variable dans la somme pourra faire apparaitre des simplifications avec
les termes en 1/(2n + 1). O

Indications pour I’exercice 13. Utiliser > 37". O

ITI. Découverte d’autres méthodes

Indications pour I’exercice 14.

n n

1. En notant S, = > ai et T, = > 2%a; et en posant 28 < n <
k=0 k=0

2k+1 _ 1 proposer un encadrement entre S, et Tj.

2. En utilisant le critére précédent, on se raméne & des séries géomé-
triques.

Stanislas

3. En utilisant le méme critére, on se rameéne a des séries de Riemann. [

Indications pour I’exercice 15.

1. Si 6 > 1, comparer

Un+1 5 Un+1l N _ 1
Tun a 71171 ou vy = 7n(1+[3)/2 .

Si B < 1, reprendre la méme technique avec v, = %

2. Un développement limité permet d’obtenir § = % O

Indications pour ’exercice 16.

1. Effectuer un développement limité puis le théoréme des séries alternées
et celui de convergence absolue.

2. Reprendre le calcul précédent en utilisant une écriture exponentielle
POUT Uy,. ]

Indications pour ’exercice 17. Récurrence sur p en utilisant le produit

de Cauchy et i (p+g_1) = ("M, O
q=0

n

IV. Avec Python

Indications pour I’exercice 18.

1. Utiliser le théoréme des séries alternées.

n
2. On calcule Y~ (—1)*z* puis on intégre entre 0 et 1. Enfin, on contréle

k=0
I'intégrale qui dépend de n.
3.
4.

5. On exprime T3, 19 en fonction de Sy, +4. La limite de la somme restante
s’obtient par somme de Riemann. O
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