STANISLAS Théoréme de PSI
H.P. d’ALEMBERT-GAUSS

On propose de démontrer le théoréme de d’Alembert-Gauss : tout poly-
néme non constant de C[X] posséde au moins une racine dans C.

On admettra le Théoréme de BOLZANO-WEIERSTRASS : toute suite bor-
née de nombres complexes admet une sous-suite convergente.

P
Soit P = " a;X* un polynéme de C[X] de degré p > 0. Notons
k=0

2 ={IP(2)| ; z € C}.

1. & admet une borne inférieure notée o.

Comme |P(0)| € &, 'ensemble & est une partie de R non vide et mino-
rée par 0 (le module est & valeurs positives). Ainsi, d’aprés le théoréme
de la borne inférieure, &2 admet une borne inférieure notée «.

2. Soit r > 0. Pour tout nombre complexe z de module 7,

p—1
[P(2)] = laplr? = lag|r*.
k=0

Nous allons utiliser les deux inégalités triangulaires.

p
PG =D ar"
k=0

p—1

> ||ap2?| — Zakzk
k=0
p—1

> |ap2?| — Zakzk
k=0

p—1
> |ap2?| — Z ’akzk
k=0

p—1

> |ap|r? — Z |lag|r®.
k=0
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Soit,
p—1
[P(2)] = laplr? = lag|r".
k=0
On a utilisé ici p > 1, donc ’hypothése qui affirme que P est non
constant.
3. Ainsi, lim |P(z)| = 4oc.
|z]—+o0
D’aprés les résultats sur les fonctions polynomiales, lorsque r tend vers
p—1
+00, |ap|r? — 37 |ag|r* ~4 oo |ap|rP. Ainsi, pour tout M > 0, il existe un

=0
réel ro > 0 tel que si |z| > ro, alors |P(z)| > M, soit

lim |P(z)] = +o0.
|z|] =400
On a réutilisé ici p > 1, donc 'hypothése qui affirme que P est non
constant.

4. 1l existe une suite (2,),cny € CN et 29 € C tels que hrf |P(2)] =
n——+0oo
|P(z0)| = aw
D’apreés la caractérisation séquentielle de la borne inférieure, il existe une
suite (o) € 2N telle que hl’_’I_l an = a. D’apreés la définition de &2,
n——+0oo

pour tout n € N, il existe y,, € C tel que |P(y,)| = .
Comme lirf |P(yn)| = a, il existe un entier ng tel que pour tout entier
n——+0o0

n = ng, |P(yn)| € [ — 1, + 1].
Or, d’aprés la question précédente, il existe un réel r1 > 0 tel que si
|z| = 71, alors |P(2)| > a+ 2.
Ainsi, pour tout n € N, |y,| < r1. La suite (yn)nen est donc une suite
bornée de C et d’apreés le théoréme de Bolzano-Weierstrass (pour les
suites & valeurs complexes), (yn)nen admet une sous-suite convergente.
Notons (z,)nen cette suite extraite et zg sa limite.
Comme (|P(zn)|)nen est une suite extraite de (|P(yn)|)nen, la suite
(|P(zn)|)nen converge vers .
D’apres les propriétés de passage a la limite dans les produits et modules
de suites a valeurs complexes,

lim |P(z,)| = |P(20)| = .

n—-+0o00
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5. On suppose que a # 0 et on pose @ = %’;O).

@ inf [Q(:)] = 1Q(0)] = 1.

Comme |P(zp)| = a # 0, le polynéme @ est bien défini. De plus, on a
bien Q(0) = 1, soit |Q(0)| = 1.

Soit 2 € C. On a [Q(2)| = FEEL Or, d’apres la definition de 2,
|P(z0)| < |P(2z + 20)|- Ainsi, |Q(z)] < 1et

inf |Q(2)| = |Q(0)] = 1.

zeC

P
b) Il existe ¢ € [1,p] etb, # Otelsque Q = > b X* — b, X7+ 1.
k=q+1

Notons p le degré de @, Q = Z cxXF et g =inf{k € [1,p] ; c # 0} (q
existe car |co| =1 # 0 donc l’ensemble est une partie de N non vide et

minorée). Alors, en posant by = —c, et pour tout k € [¢+1,p], by = c,
on obtient bien

p
Q=1-bX"+ Z b X",
k=q+1

¢) On note (sous forme trigonométrique) b, = pe~? et z = re'?/9. 1
existe g > 0 tel que pour tout r < ro,

p
Q) —1< —prf+ > [bglr*.

k=q+1

En utilisant les notations suggérées par ’énoncé ainsi que 1'inégalité tri-
angulaire,

P
Q(z) =1 — pe~Prie?? 4 Z by2"

k=q+1
p
=1—pri+ Z by 2"
k=q+1
p
Q< 1—pri+ 3 el
k=q+1
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Ainsi, pour r assez petit, pr¢ <1 et

P
Q) < 1—pri+ > |oglr".
k=q+1
d) Ainsi, o = 0.

P

Lorsque r tend vers 0, —pr? + > |bg|r* ~g —pr? < 0. Ainsi, d’aprés
k=q+1

les résultats sur les équivalents, pour r assez petit, |Q(z)] — 1 < 0 soit

|Q(z)] < 1. Or, ceci est impossible car 1 = in{j 1Q(2)].
ze

On obtient ainsi une contradiction, soit

a=0.

6. P possede une racine.
En effet, a = 0 et il existe zp € C tel que P(z) = 0.
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