
Stanislas

H.P.
Théorème de Fubini

pour

l'inversion des sommations

PSI

� � �

Soit (ai,j)(i,j)∈N2 ∈ RN2
. Pour tout i ∈ N, on suppose que

∑
|ai,j |

converge et on note bi =
+∞∑
j=1
|ai,j |. Montrons le théorème de Fubini

qui assure que, si
∑
bj converge, alors

+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

ai,j

 =
+∞∑
j=0

(
+∞∑
i=0

ai,j

)

On note, pour tout i ∈ N, et x ∈ [0, 1],

fi(0) =
+∞∑
j=1

ai,j

fi(x) =
n∑
j=1

ai,j si x ∈
]

1
n+1 ,

1
n

]
g(x) =

+∞∑
i=1

fi(x), ∀ x ∈]0, 1]

1. D'une part, d'après les hypothèses, f est continue en 0.

2. D'autre part, d'après l'inégalité triangulaire, pour tout x ∈]0, 1],

|fi(x)| 6
n∑
j=1

|ai,j |

6
+∞∑
j=1

|ai,j |

6 bi

Cette inégalité reste valable en 0 et ‖fi‖∞ 6 bi.
Ainsi, comme

∑
bi converge, alors

∑
fi converge normalement sur [0, 1]

et g est continue sur [0, 1].

3. De plus,

m∑
i=1

|ai,j | 6
n∑
j=1

m∑
i=1

|ai,j | 6
m∑
i=1

n∑
j=1

|ai,j |

6
m∑
i=1

+∞∑
j=1

|ai,j | 6
+∞∑
i=1

+∞∑
j=1

|ai,j |

Ainsi,
∑
i
ai,j converge absolument, donc converge.

4. Alors,

g(0) =
+∞∑
i=1

fi(0)

=
+∞∑
i=1

+∞∑
j=1

ai,j

 , par dé�nition de fi(0)

= lim
n→+∞

g(1/n)

car g est continue en 0. Or,

g(1/n) =

(
+∞∑
i=1

fi(1/n)

)
=

+∞∑
i=1

n∑
j=1

ai,j


=

n∑
j=1

(
+∞∑
i=1

ai,j

)
, par stabilité par addition des séries convergentes

→
+∞∑
j=1

+∞∑
i=1

ai,j

On obtient ainsi le résultat attendu.
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