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La méthode de la variation des constantes permet, connaissant des solu-
tions de l'équation homogène d'une équation di�érentielle linéaires, d'en
trouver des solutions particulières.

I. Les équations di�érentielles linéaires d'ordre 1

Soit a, b deux fonctions continues sur un intervalle I de R et à valeurs
dans K (où K vaut R ou C). On considère l'ensemble des solutions de
l'équation di�érentielle y′ = ay + b.

Comme a est continue, elle possède une primitive A. Ainsi, en considé-
rant l'équation homogène, y′−ay = 0 si et seulement si eA y′−a eA y = 0
si et seulement si

(
eA y

)′
= 0 si et seulement s'il existe λ ∈ K tel que

y : t 7→ λ e−A(t) .

On cherche une solution particulière yp de l'équation y′ = ay + b en
déterminant une fonction dérivable λ telle que yp : t 7→ λ(t) e−A(t).

yp = λ e−A

y′p = λ′ e−A−aλ e−A

y′p − ay = λ′ e−A

λ′ = b eA

Ainsi, si t0 ∈ I, on peut choisir λ : t 7→
∫ t

t0

b(s) eA(s) ds et une solution

particulière sera donnée par

yp : t 7→ e−A(t)

∫ t

t0

b(s) eA(s) ds

L'ensemble des solutions de l'équation sera donc{
t 7→ λ e−A(t) + e−A(t)

∫ t

t0

b(s) e−A(s) ds

}
.

II. Les équations di�érentielles linéaires d'ordre 2

Soit a, b, c trois fonctions continues sur un intervalle I de R et à valeurs
dans K (où K vaut R ou C). On considère l'ensemble des solutions de
l'équation di�érentielle y′′ + ay′ + by = c. Le réel t0 désigne un élément
de I.
Remarque. Lorsque a et b sont des fonctions constantes, les résultats sur
les systèmes di�érentiels à coe�cients constants permettent de trouver
des solutions de l'équation homogène.

On suppose connues deux solutions y1, y2 de l'équation homogène qui
soient linéairement indépendantes, i.e.(

∃ (λ, µ) ∈ R2 ; ∀ t ∈ I, λy1(t) + µy2(t) = 0
)
⇒ λ = µ = 0.

II.1 Mise en équation

On cherche une solution particulière yp de l'équation y
′′ + ay′ + by = c

en déterminant deux fonctions dérivables λ et µ telles que yp : t 7→
λ(t)y1(t) + µ(t)y2(t).
On suppose de plus que

λ′(t)y1(t) + µ′(t)y2(t) = 0.

Alors,

yp = λy1 + µy2

y′p = λ′y1 + λy′1 + µ′y2 + µy′2

= λy′1 + µy′2

y′′p = λ′y′1 + λy′′1 + µ′y′2 + µy′′2

y′′p + ay′p + byp = λ′y′1 + µ′y′2

Ainsi, le couple (λ′, µ′) est solution du système (C )

∀ t ∈ I,

{
λ′(t)y1(t) + µ′(t)y2(t) = 0

λ′(t)y′1(t) + µ′(t)y′2(t) = c(t)

⇔ ∀ t ∈ I,
(
y1(t) y2(t)
y′1(t) y′2(t)

)
·
(
λ′(t)
µ′(t)

)
=

(
0
c(t)

)
.
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Ce système possède une unique solution si et seulement si

W (t) =

∣∣∣∣y1(t) y2(t)
y′1(t) y′2(t)

∣∣∣∣ 6= 0.

Remarque. W est le Wronskien de (y1, y2).

II.2 Intermède avec Wronski

Supposons qu'il existe un réel t0 ∈ I tel que W (t0) = 0. Alors, les
colonnes de W sont liées et il existe λ1, λ2 tel que

λ1

(
y1(t0)
y′1(t0)

)
+ λ2

(
y2(t0)
y′2(t0)

)
= 0.

Ainsi, en notant z = λ1y1 + λ2y2, alors z ∈ SH et z(t0) = z′(t0) = 0.
D'après le théorème de Cauchy linéaire, z est identiquement nulle. Alors,

∀ t ∈ I, λ1y1(t) + λ2y2(t) = 0

Ainsi, (y1, y2) est liée.

On a ainsi montré que

∃ t0 ∈ I ; W (t0) 6= 0 ⇒ (y1, y2) est liée.

En considérant la contraposée,

(y1, y2) est libre ⇒ ∀ t ∈ I, W (t) 6= 0.

II.3 Conclusion

D'après les deux parties précédentes, le système (C ) possède une unique
solution. Ainsi, on peut calculer λ′ et µ′ puis λ et µ pour construire la
solution particulière yp.

III. Et en dimensions supérieures ?

On peut généraliser cette méthode aux équations di�érentielles linéaires
d'ordre n. Soient a0, . . . , an−1 et c des fonctions continues. On considère
l'équation di�érentielle :

y(n) +

n−1∑
i=0

aiy
(i) = c

On montre en utilisant le théorème de Cauchy linéaire que l'espace vec-
toriel des solutions de l'équation homogène est de dimension n.
On suppose connues des solutions (y1, . . . , yn) linéairement indépen-
dantes de l'équation homogène.
On cherche alors une solution de l'équation homogène de la forme

yp : t 7→
n∑
i=1

λiyi(t)

et on impose
n∑
i=1

λ′iy
(k)
i = 0, ∀ k ∈ J0, n− 2K.

On obtient alors l'équation supplémentaire

n∑
i=1

λ′iy
(n−1)
i = c.

On peut écrire l'ensemble de ces équations sous la forme
y1 y2 · · · yn
...

...
...

y
(n−2)
1 y

(n−2)
2 · · · y

(n−2)
n

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 · · · y

(n−1)
n

 ·


λ′1
...

λ′n−1

λ′n

 =


0
...
0
c


On montre en utilisant le Wronskien que cette matrice est inversible et
on peut en déduire les solutions en utilisant les systèmes de Cramer.
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