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STANISLAS
Théme

Certaines questions de ce sujet font intervenir de ’algébre euclidienne.
Toutes les parties sont indépendantes.
On note R[X] 'ensemble des polynomes a coefficients réels. Pour n entier
naturel, on note R, [X] l'ensemble des polynomes de degré au plus n.
Pour tout P € R[X], 'opérateur différence est défini par A(P) = P(X +
1) — P(X).
1. Opérateur de différence.

a) Déterminer A(R,,[X]) puis Ker A.

b) Pour tout P € R[X] et m entier naturel, montrer que (A™P)(X) =
kz (~1)™ k() P(X + k).

Partie I : Polynémes de BERNOULLI

xT

Soit f : R — R la fonction définie pour tout x € R* par f(z) = Z%5
et f(0) =1.
2. Etude de la régularité de la fonction f.
a) Montrer que f est de classe €' sur R* et calculer sa dérivée.
b) Montrer que f est de classe € sur R et préciser f/(0).
3. Variations de la fonction f.

a) Déterminer les limites de f en +00 et —oo et préciser la nature
des branches infinies ainsi que leur position par rapport & la courbe
représentative de f.

b) Dresser le tableau des variations de f, puis tracer 'allure de sa
courbe représentative dans un repére orthonormé.

4. Développement limité. Soit n un entier naturel non nul.

a) Déterminer le développement limité de el‘x—*l a lordre n en 0.

Stanislas

13

b) En déduire (sans le calculer) que f admet un développement limité
d’ordre n en 0.

n
On notera f(z) = >, %:ck + o(z™) ce développement limité.

k=0
¢) Déterminer le développement limité de f 4 1’odre 3 en 0. En déduire
bo, b1, b, bs.

5. Une relation de récurrence sur les (b, )nen-

a) En remarquant que z = f(x)(e® — 1), montrer que pour tout n > 2,

zn: (Z) by = 0.

k=1

b) En déduire une formule de récurrence permettant le calcul de b,,.

n
Pour tout n > 0, on pose B,(X) = > (Z)bn_ka. B, est appelé le

n-éme polynéme de BERNOULLI. On utilisera des notations identiques
pour polynomes et fonctions polynomiales associées.

6. Déterminer By, By, By en explicitant les coeflicients.
7. Soit n > 2. Montrer les égalités suivantes.
a) B,(0) = B,(1).

b) B),(X) = nBn_1(X).
1
c) / B, (xz)dz = 0.

0
d) Calculer ABy, ABs et en déduire que (AB,)(X) =nX"" L.
8. Une nouvelle définition.

a) Montrer qu’il existe une unique suite de polyndémes définie par By =

1
1, AB, =nX""tet [ B,(t)dt =0 pour tout n entier naturel non nul.
0
b) En déduire que B, (1 — X) = (—1)"B,(X).
n

¢) Montrer que Y (})B(X) =nX""1.
k=0
d) Montrer que, pour tout n > 1,

boni1 = Bp(1) = B,(0) = Bn(1/2) = 0
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Partie 11 : Polynomes de HILBERT

_ X(X-1)-(X—n+1)
- n!

On pose Hy = 1 et pour tout n > 0, H,(X)

9. Montrer que (Hy,)nen forme une base de R[X].
10. Montrer que, pour tout n entier naturel, H,(Z) C Z.

11. Pour tout n entier naturel, calculer AH,,.

Soit P € R[X].

12. En utilisant les nombres (Dg™ P)(0))men, exprimer P dans la base
des (Hp)nen-

13. En déduire que P(Z) C Z si et seulement si les coordonnées de P
dans la base des (Hj,)nen sont entiéres.

Partie III : Polynomes d’EULER
Soit ¢ I'application définie sur R[X] par p(P) = P(X +1)+ P(X). Dans
toute cette partie, n désigne un entier naturel non nul.
14. Montrer que ¢ est bijective.

15. Montrer qu’il existe un unique polynéme, noté FE,,, satisfaisant la
relation P(X + 1) + P(X) =2X".
16. Déterminer une relation simple entre E/, et E,,_;.

17. En déduire que

En (X +1) = zn: (Z) E,(X).

p=0
18. A l’aide de la relation précédente, exprimer E, en fonction des
(Ep)p<n—1-

19. Démonter que E,(1 — X) = (—1)"E,(X).
Partie IV : Polynomes de TCHEBYCHEV
On définit par récurrence la suite de polynomes
To=1,T1 =X, Th12(X) =2XT,,11(X) — T (X).

Le polynome T, est le néme polynéome de Tchebychev. Dans tout ce
T.D., on identifiera polynémes et fonctions polynomiales.
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20. Expliciter T1, To, T3 et Ty.
21. Soit n € N. Montrer que 7T, est un polynéme & coefficients entiers

dont vous déterminerez la parité, le degré et le coefficient dominant.

22. Montrer que pour tout n € N et pour tout z € [—1,1], T,(z) =
cos(n arccos ).

23. Soit n € N.
a) Montrer que, pour tout ¢ € [0, 7], T},(cost) = cos(nt).
5]
b) Montrer que T,,(X) = > (5,) X" 2F(X? — 1)k
k=0
24. Montrer que pour tout n € N* T, posséde exactement n racines

distinctes.
Pour f € ¢°([-1,1],R), la norme infinie de f, notée ||f|loo est le réel

[flloc = sup |f].
1,1
25. Justi%er I]’existence de la norme infinie.
26. Calculer || 75| oo-
27. Soit n € N.
a) Montrer que pour tout réel u, | sin(nu)| < n|sin(u)|.
b) En déduire ||T).||oo = n?.

r+r‘1) _r"4r "
2 - 2 :

28. Montrer que pour tout réel strictement positif 7, T, (

29. Soit z € [1,4o0].

a) Montrer qu’il existe r € R*, tel que z = Lrg_l.

b) En déduire que 1 < T,(z) < (z + Va2 — 1)™.

30. En dérivant I'égalité T, (cost) = cosnt valable pour tout réel ¢t €
[0, 7], trouver une équation différentielle linéaire homogéne du second
ordre vérifiée sur R par 7,,.

31. Soit k € N, k < n. Déduire de la question précédente que T,(Lk)(l) =

_n_ (n+k)! 2Fk
etk (n—R)! (2R)T-

32. Montrer que Ték)(—l) =
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Partie V : Polynomes de LEGENDRE

Dans tout cet exercice, n désigne un entier naturel, R[X] 'espace vecto-
riel des polynomes a coefficients réels et R, [X ] I'ensemble des polynomes
réels de degré inférieur ou égal & n. On identifiera polynémes et fonctions
polynomiales associées. Pour tout k& € N, on note P*) la dérivée k-éme
du polynéme P. Pour tout n € N, on considére les polyndémes définis par

Ly,

1)n et Ln = QTn' n

La famille (L) est la famille des polynémes de Legendre. Pour tout
polynéme P, on note .Z(P) le polynome

2(P)=[(x?-1)P]".

33. a) Calculer Lo, L1, Lo et Lg.

b) Pour tout n € N, déterminer le degré et le coefficient dominant de

Ly,
¢) En déduire que la famille (Lo, ..., L,) est une base de R, [X].

34. Montrer que Loy, (resp. Lon+1) est une fonction paire (resp. impaire).

35. a) Montrer que pour tout n € N, L, = 57 (2)2(X —DFX +
1)k, B
b) En déduire les valeurs de L, (—1) et de L, (1).
36. a) Montrer que pour tout n € N,
Uy —2(n+1)X U, =0 (1)
(X2 -1)U, —2nX -U, =0 (2)

b) En dérivant les équations précédentes, montrer que la suite (Ly,)
vérifie

1 =X L, +(n+1)L, (3)
ZL(Ly) =n(n+1)Ly, (4)
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¢) En déduire que la restriction de £ a R,[X] est un endomor-
phisme que nous noterons .%,. Exprimer la matrice de %, dans la base
(Lo, ..., Ly).
1
Pour tout P, Q € R[X], on pose (P,Q) = P(z)Q(x) dz.
37. Montrer que (-, ) est un produit scalaire sur R[X]. On notera || - || la
norme euclidienne associée.

38. Montrer que pour tous P, Q € R[X], (Z(P),Q) =
dit que .Z est un endomorphisme autoadjoint.

(P,2(Q)). On

39. a) Montrer que pour tout m € N, la famille (L7L)ne[[07m]] est une
famille de polynémes orthogonaux.

b) Montrer que pour tout n € N, L, ;1 € R, [X]*+
40. Montrer que || L,||?> =

2n+1

41. En considérant un polynéome @ = H( — a;) de R,[X], montrer

que L,+1 posséde n+ 1 racines réelles dlstlnctes toutes dans l'intervalle
| —1,1].
Cette propriété est vérifiée par toutes les familles de polynémes ortho-
gonaux.

42. Calculer la distance de X™*! au sous-espace vectoriel R,,[X].
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