STANISLAS Déterminants classiques PSI
Théme 2021-2022
H B B
Partie I : Déterminant de VANDERMONDE

Soit (Mg, ..., A\n) € C"*1. On pose
1 1 1
)\U )\1 )\n

Va(A0s -+ An) = |

Ay AT An

1. Calcul.

a) Montrer que Q,(X) = Vo (X, A1,..., An) est un polynoéme de degre
au plus n.

b) Déterminer les racines de @,,.
¢) Déterminer le coefficient dominant de @Q,,.
d) En déduire la valeur de V,, (Ao, ..., A\n)-

2. Polynémes de HILBERT.

m .

3. a) Pour tout m € [0,n], soit Py, = X™ + > am,; X" " € C,[X].
i=1

Déterminer det ((Pj(Ai))Ogi,jén)-

b) On pose Hy(X) = 1 et Hp(X) =
det ((H;(Ai))o<ij<n)-

XX D) (X=mt)

. Déterminer

¢) Soit (ag,...,a,) € Z"*! tels que ag < - -- < a,. Montrer que
a; — a;
H g e N.
L J—1
0<i<yj<n
Partie II : Déterminant circulant
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Soit (ag,...,an—1) € C". On pose w, =en et
ay a1 Gp_i
Clag, ... ap-1) = p—1 ap --- an.iz
ap ay - ap

4. Montrer, en utilisant les notations de la partie précédente, que

C(ao, - ,an_l)Vn(l,wn, - ,wzil) = det <(wgiil)(jil)bj)1’<i7j<n> ,

n—1 (—1)
ot b = Y apwy T
=0
5. En déduire C(ag, .- an_1).

6. On note une matrice circulante par blocs, ot les blocs sont des matrices
carrées d’ordre n : Ag, ..., An_1. Montrer que

n—1 n—1
C(AO, e 7An—1) = H det ngj—l)pAp
7=0 p=0

Partie III : Déterminant de CAUCHY

Soit (ai,...,an) € C™ et (by,...,b,) € C™. On suppose que pour tout
(i,7) € [1,n]?, a; + b; # 0. On note

1
D = det < > .
ai + b; 1<4,5<n

an+pB1 on~+Pn
a1+ a1+8n
7. Exprimer D en fonction de : :
an+pB1 an+PBn
on—1+p1 Qn—1+Pn
ot 1 e 1
n J — Qn — Oy
8. En remarquant que wih = 1B montrer que

~ (ap—ar)---(an — an_1) A %
b= (an + B1) -+ (an + Bn) <017n—1 1>7
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S A M)
ot A= ((aﬂrﬁj)(aﬂrﬁn) 1<ij<n—1

9. En déduire la valeur de D.

10. Montrer que, lorsque a; = b; = 1, alors

Do 22n—532n—8 . (n _ 1)4—71,
n»~t(n+1)"---(2n)

1l s’agit presque du déterminant de la matrice de HILBERT.
Mathématiciens

VANDERMONDE Alexandre-Théophile (28 fév. 1735 a Paris-1°" jan.

1796 a Paris).

CAUCHY Augustin-Louis (21 aoiit 1789 & Paris-23 mai 1857 & Sceaux).

HILBERT David (23 jan. 1862 & Wehlau-14 fév. 1943 a Gottingen).

Stanislas

20

A. Camanes



