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Partie I : Déterminant de VANDERMONDE

Soit (λ0, . . . , λn) ∈ Cn+1. On pose

Vn(λ0, . . . , λn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
λ0 λ1 · · · λn
...

...
...

λn0 λn1 · · · λnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1. Calcul.

a) Montrer que Qn(X) = Vn(X,λ1, . . . , λn) est un polynôme de degré
au plus n.

b) Déterminer les racines de Qn.

c) Déterminer le coe�cient dominant de Qn.

d) En déduire la valeur de Vn(λ0, . . . , λn).

2. Polynômes de HILBERT.

3. a) Pour tout m ∈ J0, nK, soit Pm = Xm +
m∑
i=1

am,iX
m−i ∈ Cm[X].

Déterminer det ((Pj(λi))06i,j6n).

b) On pose H0(X) = 1 et Hm(X) = X(X−1)···(X−m+1)
m! . Déterminer

det ((Hj(λi))06i,j6n).

c) Soit (a0, . . . , an) ∈ Zn+1 tels que a0 < · · · < an. Montrer que∏
06i<j6n

aj − ai
j − i

∈ N.

Partie II : Déterminant circulant

Soit (a0, . . . , an−1) ∈ Cn. On pose ωn = e
2iπ
n et

C(a0, . . . , an−1) =


a0 a1 · · · an−1

an−1 a0 · · · an−2
...

. . .
...

a1 a2 · · · a0

 .

4. Montrer, en utilisant les notations de la partie précédente, que

C(a0, . . . , an−1)Vn(1, ωn, . . . , ω
n−1
n ) = det

(
(ω(i−1)(j−1)
n bj)1,6i,j6n

)
,

où bj =
n−1∑
p=0

apω
(j−1)p
n .

5. En déduire C(a0, . . . , an−1).

6. On note une matrice circulante par blocs, où les blocs sont des matrices
carrées d'ordre n : A0, . . . , An−1. Montrer que

C(A0, . . . , An−1) =
n−1∏
j=0

det

n−1∑
p=0

ω(j−1)p
n Ap

 .

Partie III : Déterminant de CAUCHY

Soit (a1, . . . , an) ∈ Cn et (b1, . . . , bn) ∈ Cn. On suppose que pour tout
(i, j) ∈ J1, nK2, ai + bj 6= 0. On note

D = det

((
1

ai + bj

)
16i,j6n

)
.

7. Exprimer D en fonction de


αn+β1
α1+β1

· · · · · · αn+βn
α1+βn

...
...

αn+β1
αn−1+β1

· · · · · · αn+βn
αn−1+βn

1 · · · · · · 1

.
8. En remarquant que αn+βj

αi+βj
= 1 + αn−αi

αi+βj
, montrer que

D =
(αn − α1) · · · (αn − αn−1)

(αn + β1) · · · (αn + βn)

(
A ∗

01,n−1 1

)
,

Stanislas 19 A. Camanes



Thème XI PSI

où A =
(

βn−βj
(αi+βj)(αi+βn)

)
16i,j6n−1

.

9. En déduire la valeur de D.

10. Montrer que, lorsque ai = bi = i, alors

D =
22n−532n−8 · · · (n− 1)4−n

nn−1(n+ 1)n · · · (2n)
.

Il s'agit presque du déterminant de la matrice de Hilbert.
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